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$�!�Y#��&��('V��������"���$+�0�& ���� 0��$���o�*�����>Q��!#�������Z���� E�2����,X������!#�������� E�&h"�������!=,���>Q�$�,K$�� @ ���+6=� d
�� E�&j �!#$� ����V����3_\C$;����Z���� �*�&1���>� 0�����<#�)&�!= E�&���8E�2����!#$^�$�,m�����W����$�,���$� �6;!Li,�!#����,;��!#&����
��! @ ���,��`����&AL1dC!#��<+�$���8E�2����!#$)��$+��!W�Z������������,����2��������$��`���i!#$��O!L?�����O"�!#�Z�c��$+���������Z����$�<W �*�� d
����$+�l��!#���� ��j��$W�����`���+6=���� ��M!L��Z����!#$�<#&A6k �!#������&1�2����,W��&��� �����!#$)�Z6=�Z����"��i�$�,WL ��� ���$��2������$�!�
!#$�&A6���5�$^�('V ����V����!#$��&?������$�!#"���$�!#$p9�*V�O�&���!)!PQ�����R�WLS���"�� @ !#��/�LS!#�`��$+����������������$�<7�
9���!+�,^���$�<#�_!L��('V��������"���$+�0�&?������*�&A����� �V>�;  3

45���O�Z���������R��$��Z�0�9���&��A�C6 @ ��c������,��� �����,N!#$7�����O9�������i!L e ��Z�������(d���!= 0/�� e ��	l E�&� �*�&1�
d
����!#$��N9���LS!#���X�����������('V��������"���$+�0�&O �!#$VJ���"N�2����!#$?>a��$ �����K� @ !2dC9��$�, "�!=,���&5LS!#� ' * �

2��&1�$����X!L�&1�E6#������,��h�
2−x

�=�
x
' * �

4

���j� '2� 	(>R��$� �&�*�,���$�< ' *����
dx2−y2

	^�$�, � � &
px(y)

	
�Z�0�2������� (  >O�� @ ��&�&g�����$D�����;��PQ�� ����AY#�;����$�<#&��(dC9��$�, e *�9�9����,B"�!=,���&�� F��N:  3 45�������
 E�&� �*�&1�2����!#$��a6=����&�,���,X��!#&�*V����!#$�� @ �A���K�7��������W����������2����!#$X"N�$��ALS���Z����,X��$^LS!#��"N�2����!#$p!L
$�!#$�"N�<#$������� W&���$����g!Li��!#&�����> !#$��(dC,���"���$�����!#$��&�� � K 	U,�!#"N���$ @ �&�&��g!#�g�Z������������> @ ���� 0�
����������2���N�$+���ALS������!#"N�<#$������� �� � ��	 ,�!#"N���$�� !La!#����!#���A���7�����������3X�=*� 0�.�Z�0�2�����W������*�&A�
LS��!#"]�����W �!#"��������A����!#$X9���� @ ����$m�����W��*��������('V 0���$�<#����$+������� �����!#$?> @ ���� 0�m�Z�0�9���&���8�� �����
� �;&�!#$�<2dC���$�<#�a!#��,����i��$������R�������$+� PX!���c��$���*�&1�2��!#��>+�$�,������R/���$������� 5��$�����<67!LQ,�!#����,
��!#&�����3l\C$�,�����,?>V�����U"N�<#$������� O��$�����<6N���c<+���$���, @ ����$p��&��� �����!#$��`!= � �*��+6������g$�����<#��9�!#� d
��$�<N���A����� �$�,K���������U������$��U!#��,����g��g��$X����� )�� ��&��Z�0�2���> @ �������E��g�����W/���$������� W��$�����<6K���
<+���$���, @ ����$m�����W��!#&����O E�$m"�!�Y#�)�$�,K����� � � !#��,����U���O��*���������������,.�&�!#$�<N��,�!#"N���$
@ �&�&�� K�� 	k3�45��*���>h�N�Z���������W��������)����!�Y=��,����U�����W9����Z�  �!#"�����!#"������k9���� @ ����$;����� � �
!#��,����O�$�,p�����_/���$������� ��$�����<6^!L�,�!#����,X��!#&�����3

e ! @ ��Y#����>l������,���9��2���N!#$%������"��� ���!#�� �!#���� �!#����<#��$I!La�������Z���������7��$��Z�0�9���&��A�C6m��� L ��
LS��!#"  �&�!#����,?3�4 @ !k"N���$)�� ���$������!#��>+9������,�!#$��! ��$�8�9�*���<2d��h�$�,��*)LS�����5��$�����<6#>+LS!#�������
,����AY=��$�<^"��� 0���$�����" !L`�����7�Z���������7������������EY#��9�����$.,����� �*�������,"� � H=> �4�# 3�\C$%������J����Z�
!#$��>��Z�����������`����R 0�����<#�(dC,���$����A�C6 @ �EY#��� @ �A����&1���<#�5��������!=,��� ��A�C6)���������$�< LS��!#" ������������"��

�
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��*��ZL � �����$��Z�0�9���&��A�C6 @ �A���m�����W�����$����A����!#$K9�����$�<p������$m,����AY#��$ � (  3 � <#��$������&jLS�E�2��*����)!L
��*� 0�B�$D��$��Z�0�9���&��A�C6-���N�%<+����2������*�,�!#<+�� ������ �������&A6 !#$ ����� ������"��R��*��ZL � ��3 e ��$� ��>
����������� ���$�<^9���� @ ����$ K�� �_��� ��o�*��&l��!

1/x
> @ �A��� x

,���$�!����$�<^,�!#����$�<p&���Y#��&M��!X��g��!
"N���$+�0���$��)<+����2������*�,�!#<+��^!#$p�����!������"�����*��ZL � ��3i\C$p�������a�� ���$������!7������$^�$�,^ 0�����<#�
!#��,����a!= � �*��R�2�`����� ���"��U����"��������2��*����g!#�` 0�����<#� �Z���������g!#��,����a�������5��$�!#$�&A6��2L �����a������$
!#��,����R����R,���Y#��&�!#����,?3
� $%�&A������$��2���AY#�W�� ���$������!p �!#"����ULS��!#"n����� ' !#*�&�!#")9=dqLS��*��Z�����2����,m�������������������2����!#$

��*�<#<#���Z����$�<;�����2���Z���������NLS!#��"N�2����!#$:���) �!#"�"�!#$�&A6% 0�����<#�p,����AY#��$?3.\C$�,�����,?>`*�����$�<m�����
\C����$�<%"�!=,���&f>c�A�������9�����$D����! @ $D�����2�� �!#"��������A����!#$-9���� @ ����$ &�!#$�<I���$�<#� ' !#*�&�!#")9
��$+������� �����!#$��i�$�,�����!#�Z�c���$�<#�O�2������� �����!#$79���� @ ����$���!#&����M&��E�,��M��!_LS!#��"N�2����!#$)!L?�Z������������ ��&  3l\C$7�������M E����  ��$�8�9�*���<2d��h�$�,��*7 �!#$�����,������2����!#$��M&��E�,7��!k�$�!#$������`!LQ 0�����<#�R!#��,����
������!#�a��!�������$X!#��,����U��5�����_����"��������2��*����_���R&�! @ ������,?> ��*�����!#�Z����,m9+6p�����k�('V��������"���$+�0�&
J�$�,���$�<#�O��$ �h�

2−x−y
) ,

y

�=�
x
' * �
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� ) ,=d��j� '2� 	!� � �  �$�, �h�
2−x

�=�
x
) � �

4

���j� ) � 	!� � ;�>
� (  3 e ! @ ��Y#����>2�����c�9�!�Y#�`�$��&A6=�����?,�!=���h$�!� �0�/�c��$+��!R� � �!#*�$+�j������$ M�*� ���*��2����!#$�� @ ���� 0�
"���<#�+�j9��` ���*� ��1�&�LS!#�h�����`$��2��*����`!L������`��������`�����$����A����!#$k9+6W������ �&�*�,���$�<O�����`������$��jLS��!#"
!#��,�������$�<W�2�c�����U 0�����<#�(dC!#��,����i����"��������2��*������ � F  3WPX!#����!�Y#����>=�����U �!#$����� ���*����O�����2�`&�!#$�<
���$�<#� ' !#*�&�!#")9KLS!#�� ���� ����)����o�*�������,m��!��Z�0�9���&���8��k�Z���������W���������� ����g9�����$; 0���&�&���$�<#��,
9+6k�����`�Z��*�,������l!L������

t
d
J
"�!=,���&f>2��$ @ ���� 0�W����� K�� �Z����*� ���*������ @ �����a!#9V�0���$���, @ �A����!#*V�

��*� 0�K��$+������� �����!#$��!� � O  3
45�����R45���������R���5"N���$�&A6N �!#$� �����$���, @ �A���^�Z�0�9���&��A�C6N�$�,X����!#�����Z�������5!L��Z��������� ����������

��$_� @ !2dC,���"���$�����!#$��& � &GK 	��j� '2� �$�,W��$k����!#�Z����*� ���*����& �j� ) � 3 � �A���k��$� ����E�����$�<O,�!#����$�<
x
> �j� '2� Y#���Z6�o�*��� 0/�&A6N*�$�,�����<#!=���5�W�����$����A����!#$�LS��!#" �$ � �.��$���*�&1�2��!#�i��!��)������"N�<2d
$������� ���7WP 	U"����0�&���$ @ ���� 0�%����*������� �!#$�,�*� �����$�<^���������!= � �*����gLS!#�g��!#"�� @ ���2� ����<#�����
,�!#����$�<��2�g&�! @ ����"��������2��*�������3 ' !#$+Y#��������&A6#> �j� ) � ����"N���$��U�$m��$���*�&1�2��!#�O*��K��!�&1���<#�
��!#&��g �!#$� ���$+�����2����!#$��

x ' 1
� �  3M45��������LS!#���>��A�5���5����Z���� �*�&1���&A67��*�������������$�<������2�5��$^�����A���

!L����������5,��APQ������$� �����>��Z���������`����������i������E��l��$)9�!���) �!#"���!#*�$�,���3 e ! @ ��Y#����>=,��������A���a��$=d
����$����5������!#�������� E�&V�Z��*�,������i!�Y#���l�����5&1��Z�M,��� E�,��O�� @ ��&�&���i� � �*�")*�&1�2����$�<g�('V��������"���$+�0�&
��Y=��,���$� ���!#$.����������!#�����Z�������W!La���������p �!#"���!#*�$�,���>l"N�$+6%o�*����Z����!#$��W �!#$� �����$���$�<mLS!#� d
"N�2����!#$;!L K�� �k����"N���$I*�$���������&���,?3 �������Z�_!L5�&�&f>?!#$�� @ !#*�&�,%&���/�)��!^*�$�,������Z�0�$�,%�����
"��� ���!#�� �!#���� W���E���!#$�� !Li������!#9������ZY#��,%,��APQ������$� �����> 9���� @ ����$%�����) �*������2�����k�$�,;$��� 0/�(d
&1�2������>l��$.������J�&�&���$�<X!L K�� ��3;\C$ ) ,=d��j� '2� � � �V> � Q�� &4&� �$�, �j� '2� � & �  >l!#$��NJ�$�,��
�����k��!2dC E�&�&���, /0��� �5~ �����)*�$ �Z������������> @ �A���^�����k,���$����A�C6X!Ll!#$��k,�!#����,K��!#&�� �����R� @ !��2��!#"��
�&�!#$�< K�� ��3l\C$W �!#$+������Z�E>�A�h���h �&��E�� LS��!#" Y��������C6 !L��('V��������"���$+���h�����2��"N�<#$������� M�Z�0�2�����
@ �A������$%,�!#����, ) � �

2

��&1�$����k!La������$��� 0/��&1�2�����)����7����� �����)*�$ �Z����������� @ �A���.,���$����A�C6%!L
!#$��_,�!#����,X��!#&�� �����5!#$��k�2��!#" ��$X� K�� � � ;V> � (=> & ; � & :  3

45���mo�*����Z����!#$ !LgJ�&�&���$�<I���N$�!�N�����K!#$�&A6F,��APQ������$� ��m9���� @ ����$ �����K$��� 0/��&1�2���;�$�,
�����m �*������2���;�Z������������>R��! @ ��Y#����3 ) ��*V����!#$B,��APQ��� �����!#$D"��E���*�����"���$+���������ZLS!#��"���, !#$
) ,=d��j� '2� ����Y#�E�&���,m�����2�g"N�<#$������� k���E�/��_����W,�������&1� ���,KLS��!#"n����� � �D"N�
'V��")*�"n�2�

QAF = (π, π)
��!7�����_��!#��$+���

Qs = π(1 ± 2ε, 1)
�$�,

Qs = π(1, 1 ± 2ε)
�$�,^�����_�����AL �

ε
,�������$�,�� &���$��E���&A6^!#$I��!#&��W,�!#����$�<

ε ' x
LS!#�

x < 1/8
> @ ����&��W�A� ���g�&�"�!#�Z�g �!#$��Z�0�$+�

�2�5����<#�����a,�!#����$�<�3M45������� Y�&�*����a �!#����������!#$�,^��!7�)��*���������!#���A����!#$p!L >�*�5�Y�^c���� ��H � 	`�$�,
/=�"5�%GI�"1=�g��� � � H 	 K�� ��3M45���a��������$+���1�&�&A6k��,���$+���� E�&�"�!=,�*�&1�2����!#$k�$�,�,�!#����$�<U,�������$�,���$� ��
!L
ε @

��i!#9������ZY#��,���$7��*������� �!#$�,�*� �����$�<W ��Z6=�Z�0�&��i!L �j� '2� @ �A��� x > 0.05
3 ' !#$+Y#��������&A6#>



� 3 � 3 � *V��&���$��g!Lj�����_45��������� �

�('V��������"���$+���7!#$ �j� ) � ���Z�0�9�&���������,F�����2�7������$ !#��,����7���� 0������ ���������8���, 9+6-����� @ �EY#�
Y#�� ���!#���

Qs = π(1 ± ε, 1 ± ε) @
�A���

ε ' x
LS!#�

x < 1/3
>  �!#����������!#$�,���$�<���!��� �!#$��Z�0�$+�

 0�����<#�R!L?!#$��R��!#&�� � ) ����!#$7�&�!#$�<k� $��Y�<\]�"1F��� K�� >+��$��<#������"���$+� @ �A��� e �;������,��� �����!#$��
"N�,�� ��$p�����_����!#$���������$�< @ !#��/���� ( �N:  3

�=��Y#�����&Q"�������!=,��c���EY#�g9�����$���"���&�!�6#��,N��!W��$+Y#���Z����<+�2���R�����U�Z���������O���������� @ ���� 0��<#!
9���6#!#$�,I����� e �B�������!E'V��"N�2����!#$?>���*� 0�.�� � K ��$����A�C6 PK�2����� ' IR��$�!#��"N�&���8E�2����!#$  ��!#*��
� K P I  �	 � � O=> �4H  >U�=&1�EY#�(d b`!#��!#$ � ������!E'V��"N�2����!#$ �f�Vb � 	 � � � �N�4�  >aY����1�2����!#$��&5&�!= E�&
�$����2��8U�������!E'V��"N�2����!#$�� �G;  > 6 '�� �� K �1�<#!#$��&���8E�2����!#$ � 6 K 	M!LQJ�$��A���R �&�*��Z������� � �0(  >=�$��
d
&A6����� E�&��������!+� 0�p9������,p!#$NY����1�2����!#$��&������1�& @ �EY#�gLS*�$� �����!#$ @ �A������$������g�Z������$�<)���� ���*����� �4F  > K 6=$��"��� E�& PX�E�$ ������&�,I45����!#�Z6 � K P ��4�	 � �0O  > ' &�*��Z����� 7j���Z��*���9��2����!#$.45����!#�Z6
� ' 7M4�	 � �4Q  >=�$�,��g*��$+��*�" PX!#$+��� ' ���&�! ��� P ' 	 � �4:V>=;0H  3l45����6��&�&��,�,��������i�����O ���*=d
 ��1�& ��!#&��_!Ll&�!= E�& ��&��� �����!#$X �!#������&1�2����!#$��R��$X�Z�0�9���&���8���$�<)!Ll�����k���&AL1dqJ�&�&���,p�Z���������_����������
��$X�����W �*������2������3g\C$m�����A���W!Ll�������U��*�<#�W��PQ!#�Z�E>Q�A�U����"N���$��O*�$� �&��E�� @ ����������� K�� �_����
 ���$+��������,:!#$%��! @ �W!L`"����0�&i�2��!#"���>h�������E�2L �����k$��"���,%���A���(dC ���$+��������,"�f� ' 	 �Z������������>j!#�
�ALj������6X����_ ���$+��������,m!#$X��! @ �O!Ll!E'=6=<#��$;�2��!#"��59�����,�<#��$�<)�����_� @ !N$�����<#��9�!#����$�<�"����0�&
���A������>������_��!2dC E�&�&���,p9�!#$�,=dC ���$+��������, � b ' 	a�Z������������3
� &A����!#*�<#�N$�!) �&��E��c��Y=��,���$� �� @ ��`����������$+����,X��c6#���E>V�A�`������"��c�����2�`�����U,���<#��$������ �6

!L
3d
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��$�� ; &  3 ����$��&�&A6#>=��,����Z����$� ��5��"�������$+�`!Lj����� � K ������$=dC 0�����<#� "�!=,�*�&1�2����!#$�!#$p�����$�����!#�Z�
����!#�����Z�������k����!#*�&�,.9���,������� ��0�9�&��N��_�����N��$=dC��&1�$��7�$�����!����!#�+6I!La���������������Z���AY=�A�C6%�$�,
����� e �&�&? �!=���� �����$+�

RH

3

� ��� � 
	� *-) � ��=
45���^�9�*�$�,��$� ��p!LR������ �*�������$+�7��Y=��,���$� ��p!#$:Y�����!#*��W�C6=������!LR�Z����������!#��,������� @ ��&�&
��U�����)���� ���$+� � I 7 6 �K������*�&A��� !#$K�����)������ ������& @ ����<#�+� !LM�����) �*������2���)��*������� �!#$�,�*� (d
��!#���p���p �!#$+�0���$���,B��$B�:LS� @ �EY���&1�9�&��X����Y=��� @ ��Z���� �&���� � ; � >�; &  3 e ���Z��!#���� E�&�&A6#>`�����
J����Z�X �!#"�����&�&���$�<.��Y=��,���$� ��ILS!#��9�!���B"N�<#$������� ;�$�,G 0�����<#�I!#��,����p��$ �����; �*������2������>
@ ��O� � �!#"���&���������,^��$^��$���!=,V6="���*�"  �!=,�!#����,X �!#"���!#*�$�, �h�

2−x−y
) ,

y

�=�
x
' * �

4

3 ��!#�

(



F ' e � 7M4 6 I & 3 6 � 7 6 IR\ P 6 ) 4 � � �=\  ) � 4 � I 6 � � � �=4 IR\ 7 6 �

����<#*���� & 3 � � \ ' "N�<#$������� � �V> 9 	N�$�,B 0�����<#�;���E�/�� �S > , 	N��$"�h�
1.6−x

) ,
0.4

�=�
x
' * �

4�2�
x = 0.12

>a�2L �����UIR��L 3 � QV3 IR��<#�+�����$���&��7����! @ �$��&�!#<#!#*���\ ' "N�<#$������� �S��	7�$�,
 0�����<#��� L 	M���E�/��a��$ �h�

2−x

ba�
x
' * �

4

�2�
x = 1/8

>V�2L ����� IR��L 3�;=O=3l\C$p9�!���N �!#"���!#*�$�,���>
������E����$� ��%!L)�Z�0�2���� ;�Z�����������X���^�����!= ��1�2����, @ �A���B�����%&�! @ dq����"��������2��*����m���������<#!#$��&���=454�	a�Z����*� ���*����& ,����Z��!#�Z����!#$?3

y = 0.4
�$�,

x = 0.12
>V4j���$�o�*��,�� *�� ���%A � � �  LS!#*�$�,������2�5����� "N�<#$������� U�� E�2����������$�<����

$�!�O 0������ ���������8���,K9+6^����� &GK � � @ �EY#�kY#�� ���!#� � 1/2, 1/2 	��(> 9�*V�U9+6^\ ' ���E�/��U�2�R�����
@ �EY#�OY#�� ���!#��� (1/2± ε, 1/2) @

�A���
ε = 0.118

>���i,������� �����,N��$ ����<�3 & 3 � � �V> 9 	(3 PX!#����!�Y#����>
��$�����������,�9+6������g����!#$���������$�< @ !#��/��a��*�<#<#���Z����$�<)�����2�`�����g�Z�0�<#<#������,p"N�<#$�������8E�2����!#$�*�$=d
,�����<#!=���g����������W�����AL �U!L

π
�2�O�����k 0�����<#� K�� � � ( �N:  > �����)�*V����!#���RLS!#*�$�,;�,�,��A����!#$��&

 0�����<#�O!#��,����c���E�/��i�����2�`����&��A�i9+6
(±2ε, 0)

�9�!#*V�`� LS*�$�,��"���$+�0�&�b`���<#<_���E�/���*� 0�p��
�
2, 0

	(>������� �������&A6m�2�U�����W�('V���� �����,I��!#���A����!#$
2ε = 0.236

� cK� 3 ����<�3 & 3 � �S > , 	  3 � $VLS!#�Z��*=d
$��2����&A6#>���$m�$K�E���&A6X�Z��*�,V6#>Q4j���$�o�*��,�� *��u���%A � � :  ,������� �����,;!#$�&A6^"N�<#$������� _\ ' ���E�/��
�2�g����<#�����U,�!#����$�<N&���Y#��&��

x = 0.15
�$�,

x = 0.2
3 e ! @ ��Y#����>h�Z6=�Z����"N�2���� ) � I �Z��*�,������

!L ) ,=d��j� '2� ��*�<#<#���Z�7��$�,�����,-����������������$� ��X!LR 0�����<#�p�Z����������!#��,����W������!#*�<#��!#*V�)�����
��$+�������W��*������� �!#$�,�*� �����$�<�����<#��!#$

0.07 ≤ x ≤ 0.25
� &��  3 � &���!N��$m�N"�!#���k���� ���$+�g�Z��*�,V6#>

9�!���. 0�����<#�N�$�,:������$%��*�������&1�2������ ������E�/��)�2�
x = 0.15 @

�����N���� ���$+��&A6ILS!#*�$�,.��$I�����
$���*V����!#$X,��APQ��� �����!#$p�('V��������"���$+���R9+6 � �/���"�!��! *��D���%A � &4&� 3

\C$.L � ��E>j�����N���E���!#$ @ �+6.�Z�0�2���� ��Z�����������k �!#*�&�,.9��N,������� �����,-��$I�������k �!#"���!#*�$�,.���
�7�Z����*� ���*����&h�����$����A����!#$pLS��!#" �����k&�! @ ����"��������2��*����k!#�Z����!#����!#")9��� ���=4 � 	a��!7�����k&�! @
����"��������2��*����k���������<#!#$��&����=454�	O��������> ��$�,�*� ���,;9+6X�����)��*�9��Z���A��*V����!#$KLS!#� �h����!#$��U9+6
����!�Y�&���$+� ) ,X��!#$���3i45������>���$p��*���$?>�����!�Y=��,����O�7����$�$���$�<���!����$+���1�&QLS!#�5,V6=$��"��� _�Z�����������
�$�,I�Z�0�9���&���8����O������ 0�����<#��!#��,�����3 6 Y=��,���$� ��7!L`������"���&1��O����$�$���$�<���!����$+���1�&�����_�&���!

�������
	����������� ����	��������������������������������������� "!#�%$&��' ' �(!)�����*	���������+��� ���,��-.�0/1� �2��3��4����� 56���+�7-�8



& 3 � 3 ' *������2����� O

9�����$�LS!#*�$�,�9�!������$������
µ
�NI �$�, ) � I �Z��*�,������c!L �h�

2−x−y
6 *

y

�=�
x
' * �

4

� 6 *=d��j� '2� 	
@ �A��� y ' 0.2

� ;0�V>Z;4;  3 PX!#����!�Y#����>Q�����W �!#$�$��� �����!#$m9���� @ ����$;����� �=454 ��������)�$�,K�����
������E����$� ��U!L  0�����<#� �$�,�������$N�Z���������U!#��,����`����`9�����$� �&��E���&A67,���"�!#$��Z�����2����,�9�!���N��$
�����k$���*V����!#$m�� E�2����������$�<N�$�,

x
dC���E6^,��APQ��� �����!#$^�Z��*�,������U!#$ �h�

2−x−y

ba�
y

�=�
x
' * �

4

� ba�
d
�j� '2� 	 @ �A��� y = 1/8

� ;=(=>.;0F  3�����$��&�&A6#>��Z�0�2���� )\ '  0�����<#�
(2 ± 2ε, 0)

�$�,I"N�<#$������� 

(1/2 ± ε, 1/2)
���E�/��O���EY#�W9�����$K,������� �����, @ �A������$p�������=454[��������k!L��h�

2−x

ba�
x
' * �

4���hb '2� 	 @ �A��� x = 1/8
� ;=O  3 ) !���7�����2�_�����N��!#���A����!#$I!L`���������E�/��)�$�,%���������Z�0�9=d

&���������,.��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6
ε = 0.118

����N�('�� ���&A6%�����N���"�����k����!#����!#9V�0���$���,:9+6
4j���$�o�*��,�� *��b���%A � � Q  LS!#� ) ,=d��j� '2� 3 ) !�0�9�&A6#>������� 0�����<#��!#��,����g���E�/��_�& @ �E6=�_��=d
���E��c�2�c��!#"�� @ ���2�`����<#�����l����"��������2��*����5�����$������R"N�<#$������� 5!#$�����>=��$�,��� E�2����$�<g�����2�i�����
�Z��������� !#��,����R���5,����AY#��$X9+6������_ 0�����<#�_��$��Z�0�9���&��A�C6#3

� ���k*�� $�! @ ,����� �*���� �����7�('V��������"���$+�0�&l��Y=��,���$� ��7!L`��&�! @ &A6 M�*� ���*��2����$�<p�Z����������� ��$
�h�

2−x

�=�
x
' * �

4

3;45���p"N���$.,��APQ������$� ���9���� @ ����$F�����pba�;�$�, �=�W �!=,�!#����,-�Z6=�Z����" ���
�����^L � ��������2�7�����X&1�2�������7*�$�,�����<#!=�����I�Z����*� ���*����&O��������^�����$����A����!#$-LS��!#" �����X����<#�=d
����"��������2��*��������������<#!#$��&!� e 454�	���������p��!I����� �=4 � ��������3 � ���; �!#$�����o�*���$� ��>5��$
�����k��*������� �!#$�,�*� �����$�<�����<#��"��

x ≥ 0.06
>��������j� '2� �Z6=�Z����" �('V����9��A���R��*�����&A6 $�8"1F��69�^c

"N�<#$������� 5 �!#������&1�2����!#$�� @ ���� 0�N<#�AY#�R�������R��!k\ ' ���E�/��`�2�c����� @ �EY#�OY#�� ���!#� (1/2± ε, 1/2)������ ��AJ���,���$����������<#!#$��& &1�2������ ��5*�$��A���
2π/atetra

3M\C$N����"���$��& ��$���&1��Z���� R$���*V����!#$N�� E�2������� d
��$�<��Z��*�,�������>��`�"N�,�� *��D���%A � & �  ���Z�0�9�&���������,X������"N���/2�9�&A6�����"���&��g����&1�2����!#$

ε ' x
LS!#�

0.06 ≤ x ≤ 0.12 @
�A���K��&�!= 0/#dC��$p��PQ�� ��U�2�

ε ' 1/8
LS!#�5&1���<#���

x
3

\C$7 �!#$+������Z�E>+��$)�����5��$���*�&1�2����$�<U������$=dC<#&1���������<#��"��`!L �j� '2�
x ≤ 0.055

>#o�*��������&1��Z���� 
$���*V����!#$-�� E�2����������$�<m�('V��������"���$+��� @ �A���.������"N���$ @ ����<#�+�7�2�)8�����!mLS����o�*���$� �6:,���"�!#$=d
�Z�����2���U�����2�5\ ' "N�<#$������� U���E�/��R����g&�!= E�2����,p�2�`����� @ �EY#�gY#�� ���!#��� (1/2± ε/

√
2, 1/2±

ε/
√

2)
� ;0Q�� (GH  3�45�����_������$�!#"���$�!#$.����k!L ����$%9�����$.��$+����������������,-�� �������('V���Z����$� ��N!L

�Z�0�2���� p,��1�<#!#$��&c�Z������������>c��Y#��$F����!#*�<#�F$�!I����<#$��2��*�������!Lg�; 0�����<#�p"�!=,�*�&1�2����!#$ @ �����
!#9������ZY#��,?3 � $�!�������i��!#������9�&��5�('V��&1�$��2����!#$����lLS!#��"N�2����!#$)!L?�_����!#�Z�c���$�<#��,7���������&�!#��,����
�� �A���  0�������&��A�C6K�&���!^9����E�/�� �����)�����$���&1�2����!#$��&��Z6="�"������Z6m!Li�����7��o�*�����7&1�2������ ��)9+6I�
 �&�!= 0/ @ �����W!#�U�$+���� �&�!= 0/ @ �����_� @ ���Z� � ( �  3 IR��"N���/2�9�&A6#>���Y#��$m����!#*�<#�X�����W������$K"�!=,�*�&1�
d
����!#$W 0���$�<#���lLS��!#" �U,��1�<#!#$��&+��!UY#���Z���� E�& �2��!#����8�!#$+�0�&+!#$��`��! ' *=d � 9�!#$�,��l�2�

x
���!#*�$�,

HV3 H4FV>
ε
LS!#&�&�! @ �M�����U,�!#����$�< x

���E���!#$��9�&A6 @ ��&�& !�Y#���`�����U��$+�������U���$�<#� 0.03 ≤ x ≤ 0.12
>

��W����! @ $-��$ ����<�3 & 3 & 3^\C$.L � ��E> ��*��Z�WLS!#� x = 0.06
>j9�!���:,��1�<#!#$��&��

ε = 0.053
	_�$�,

Y#���Z���� E�& �2��!#����8�!#$+�0�& �
ε = 0.049

	 \ ' ������$-"�!=,�*�&1�2����!#$�� ���EY#�p9�����$:LS!#*�$�,.��!; �!=�('V���Z�
� (GH  3�\C$-�^�Z����������"�!=,���&l�������k �!#����������!#$�,��k��!m�X �!#$��Z�0�$+�W,���$����A�C6%!L HV3L( ��HV3LO
	 ��!#&����
����� ' *:�2��!#" ��$I����� K�� �W��$;�����7Y#���Z���� E�& �2��!#����8�!#$+�0�& �S,��1�<#!#$��& 	O�Z���������7�����������>l���(d
������ ����AY#��&A6#>`9��� E�*����K!LO�����X,��APQ������$� ��^��$ ' * ����� ���$�<#����$-�����p� @ !.<#��!#"�������������>c�f3 �3A>
aortho =

√
2atetra

3l\C$� �!#$+������Z�E>=��$7�����R$������! @ ����<#��!#$ 0.02 ≤ x ≤ 0.024
>+\ ' "N�<#$������� 

���E�/�������X&�!= E�2����, �2������� @ �EY#�KY#�� ���!#� (1/2 ± ε/2, 1/2 ± ε/2) @
�A���

ε ' x
 �!#�����(d

����!#$�,���$�<���!^�p �!#$��Z�0�$+�_ 0�����<#��!Lc!#$�����!#&�� � ' *I��!#$;�&�!#$�<p�p,��1�<#!#$��& K�� � ( & � (�;  3
e ! @ ��Y#����>V9���&�! @ x = 0.02

>#�������i,�!=���i$�!�c��!#&�,��$+6="�!#���O�$�,7�����O��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6
<#�����R&�!= 0/��, @ �A���p����� Y�&�*�� ε ' 0.014

� (�;  3
� $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>Q�$+6K �!#$� �!#"��A�0�$+�O 0�����<#�W!#��,�������$�<N����U$�!�U6#��� 9�����$m,������� �����,;��$

�j� '2� 3 ) ��Y#���Z������&�������> 9+6m �!#"��������$�<7�����),��2�0�N9������,;!#$K����� @ ������!#*V�g��PQ�� �� !L 63 ' *) � IG 0�����<#� !#��,����5������"��������a��$ �j� '2� @ �A��������� !#$����5!#9V�0���$���,�LS��!#"  0�����<#� �Z���������



Q ' e � 7M4 6 I & 3 6 � 7 6 IR\ P 6 ) 4 � � �=\  ) � 4 � I 6 � � � �=4 IR\ 7 6 �

����<#*���� & 3 & � �=*�"�"N��Z6p!Ll�('V��������"���$+�0�&h,��2�0�7��&�&�*��Z�����2����$�<W�����k,�!#����$�<�,�������$�,���$� ��)!L
��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6

ε
��$-�����^ �*������2������3 IR����*�&A���7���EY#�X9�����$ !#9V�0���$���, 9+6-,��APQ������$+�

<#��!#*���� � ) ,=d��j� '2� ��IR��LS��3 � �V> � Q�� & H
	�� �j� '2� ��IR��LS��3 & �=>C;0Q � (GHV>�(G�V>h�$�, (�; 	�� � '2�
��IR��L 3S(GQ 	����Q$=d��j� '2� ��IR��LS��3.(G:N�$�, F4H 	�� �_b '2� ��IR��LS��3SF � �$�, F0O �NF4:
	(3R\C$ �j� '2� >

ε����g9�����$;,���J�$���,%�� �N,����Z�0�$� ��kLS��!#"n�����)\ ' ���E�/^��!#���A����!#$X��!N����� � � @ �EY#��Y#�� ���!#��
1/2, 1/2

	h���A�������l��$)�����5!#�Z����!#����!#")9��� �
x < 0.06

	j!#�����������<#!#$��& �
x > 0.06

	j$�!�0�2����!#$?>
@ �������E��g�2� x = 0.06

>�9�!���K,���J�$��A����!#$��O����_*�����,m,�*��_��!7�����k �!=�('V���Z����$� ��W!Ll,��1�<#!#$��&
�$�,X������&�&���& ��!7����� ' *=d � 9�!#$�,��R������$^"�!=,�*�&1�2����!#$���3

 �!#"���!#*�$�,��a��!� ) ,?> 6 *?> ba� 	qd��j� '2� > e *�$+� *��e���%A � (4(   �!#$� �&�*�,���,������2�5�W����"���&1��M�Z���������
��$��Z�0�9���&��A�C6D�('V���Z���K��$ �j� '2� !�Y#���X����� @ ��!#&��%*�$�,�����,�!#����, ��*������� �!#$�,�*� �����$�< ����<#��!#$

1/16 ≤ x ≤ 1/8
3k\q�_��� �&���! @ !#�Z���I"���$+����!#$���$�<N�����2�_��Y#���Z6; �!#"�����&���$�<���Y=��,���$� ���LS!#�

�A���O�('V���Z����$� ��)����U9�����$;���Z�0�9�&���������,K��$X�����W"��E���*�����"���$+���g!Ll�����W��$=dC��&1�$��_���������Z���AY=�A�C6
�$�,^�����_,V6=$��"��� E�&Q��$VLS�������,^ �!#$�,�*� ����AY=�A�C6^�$�����!����!#�+6 � (GFV>$(4O  3

6 'V��������"���$+�0�&?,������� �����!#$p!Lj\ ' "N�<#$������� U���E�/��R��$N�����!�=4 � �������� !L �j� '2� ��*�<2d
<#���Z���g�����2�g�������=454 �Z����*� ���*����7���g$�!� ��������$+���1�&�LS!#�U�����7������E����$� ���!Li�Z������������3k45�����
 �!#$����� ���*����p����)9�����$- �!#$VJ���"���,-��$:�('V��������"���$+���)!#$.������!E'=6=<#��$F,�!#����, �h�

2
' * �

4+δ��� '2� 	 @ �A��� �����.!#�Z����!#����!#")9��� % ��Z6=�Z�0�&)�Z����*� ���*���� � (GQ  3 \q�;���m�&���!D��*�����!#�Z����, 9+6
�����;��Y=��,���$� ��;LS!#� ���g���Y�^c \ ' "N�<#$������� K���E�/��^��$ �$�!�������p!#�Z����!#����!#")9��� K �!#"���!#*�$�,
�h�

2−x

�=�
x
' *

1−y

�Q$
y
�

4

���Q$=d��j� '2� 	 @ �A��� y *��p��! 0.03
>V��Y#��$^����!#*�<#�^�2������"��V���`��!�!#9=d

�����ZY#�7������ 0�����<#��!#��,���� ���E�/�� @ �����7*�$���*� � ������ZLS*�& � (G:V>CF4H  3)\C$;L � ��E>��Q$;��*�9��Z���A��*V����!#$
����$��`����� �Z��������� M�*� ���*��2����!#$��a����"���&1���&A6)��!)����� ������(dC�E��Z���^��&���"���$+����3 e ! @ ��Y#����> ��$p �!#$=d
������Z�k��!X������&1�2��������>j�A�k,�!=���k$�!�W��$�,�*� ��N�X�Z����*� ���*����&i�����$����A����!#$;��!X����� �=454 ��������>
9�*V�7����!�Y=��,��������$�,�!#"�&A6%,����Z������9�*V����,-����$�$���$�<m ���$+�������7�����2������!#"�!����"��E�$�,�������$�<m!L



& 3 � 3 ' *������2����� :

����<#*���� & 3 � � ) ��*V����!#$K�� E�2����������$�<�"��E���*�����"���$+���O!L � � � 	a�Z�0�2���� _ 0�����<#�_!#��,����U�$�, �S9 	qd�S, 	a"N�<#$������� �M�*� ���*��2����!#$��aLS!#� �_b '2�
6.35

> �2L ����� IR��L 3$F4:=3

�Z�����������O�$�,^ �!#����������!#$�,���$�<#&A6�9���!+�,���$��R\ ' ���E�/���3
� $p��"���!#�Z�0�$+�co�*����Z����!#$p��� @ �����������5 0�����<#�g�Z�����������a������E��`��!#&���&A67��$�"�!#$�!#&1�E6#������,

&1�$+�����$�*�"  �!#"���!#*�$�,��W!#�W�AL5������6:������m<#��$������� �LS�E�2��*�����!LO�&�&M������ �*������2������3I45���
&1�2�������7 �!#$����� ���*����m������"�����!.9��X��*�����!#�Z����, 9+6D��$���&1��Z���� p$���*V����!#$ �� E�2����������$�<.�('V������� d
"���$+���c!#$N9���&1�E6#������, �_ba�

2
' *

3
�

6+δ

� �_b '2� 	l�����2�`���EY#�U��,���$+���AJ���,������O����������$� ��g!L \ '
������$/M�*� ���*��2����!#$��)������!#*�<#��!#*V���A���)��$+�������p��*������� �!#$�,�*� �����$�<I����<#��"�� � F �  3%\C$-L � ��E>i��
������,�!#����,: 0�����<#�����k$�!#$+�����AY=�1�&�&A6K,����Z������9�*V����,.9���� @ ����$:����� ' * �

2

��&1�$����W�$�, ' * �
 0�����$���>+�A�l����Y#���Z6�,�� �� �*�&A����! ,���������"���$��`�����a������ ������5,�!#����$�< &���Y#��&

x
��$)����� ' * �

2

���������
!L �_b '2� 3 � $��N E�$-!#$�&A6%���Z����"N�2�����A�W*�����$�<m���A�������)�K����&1�2����!#$��������%9���� @ ����$F�����N��*=d
������ �!#$�,�*� �����$�<W�����$����A����!#$�����"��������2��*����

Tc

�$�,
x
� F �  !#�c�����g��"��������� E�&�9�!#$�,�Y�&���$� ��

��*�"]��*�&�� !Ll4��&�&�!#$ *��D���%A � F &  >
x = 0.21δ − 0.023

3
e ! @ ��Y#����>V,��������A���R����"���$��&�*�$� ����Z�0���$+�C67 �!#$� �����$���$�< �����R!#������$+�0�2����!#$�!L������R\ ' ���2�Zd

������$����2�
δ = 0.6

> @ ���� 0�F �!#����������!#$�,��7��!I�$F��PQ�� ����AY#�^��!#&��p �!#$� ���$+�����2����!#$ x ' 0.1� F4�  >h��*�9�����o�*���$+���Z��*�,������k���EY#�N����Y#�E�&���,I����������������$� ��N!La\ ' "N�<#$������� )���E�/��W�2�_�����
@ �EY#�UY#�� ���!#��� (1/2± 0.1, 1/2)

�$�,
(1/2, 1/2± 0.1)

� FG;��NF4F  3 � $��&�!#<#�� E�&�\ ' "N�<#$������� 
��*��������Z����*� ���*����N����W�&���!X9�����$%LS!#*�$�,:�2�W�^��&���<#�+��&A6m&1���<#��� ,�!#����$�<^&���Y#��&

δ = 0.7
� F0O 

�� @ ��&�&l��_�2� δ = 0.85
� F4Q  3 PX!#����!�Y#����> �Z6=�Z����"N�2���� ��Z��*�,������ 9+6 K �� *��b���%A � F �  ���EY#�

����! @ $;�����2�U�����W��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6p��$ �_b '2� ��$� ����E������g��$��A���1�&�&A6 @ �A���m,�!#����$�<N9�*V�
�A�U���2��*����2�����UL ��Z�����U�����$m��$ �j� '2� >��f3 �3A>?�&����E�,V6K�2�

x ' 0.1 @
�A���K�����WY�&�*��

ε ' 0.1
3

� $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>���������5���l$�!_�$+6) �!#"�����&�&���$�<O�('V��&1�$��2����!#$W�����2� @ !#*�&�,7� � �!#*�$+�MLS!#�l��*� 0�
��,��APQ������$+�O9������EY=��!#�5!L

ε
��$^9�!���^�Z6=�Z����"���3

6 Y#��$+��*��&�&A6#>U�2L �����N �!#$+����$�*�!#*��^�2������"��V����> ���g���Y�^c  0�����<#�m!#��,��������E�/��p���EY#�;9�����$



� H ' e � 7M4 6 I & 3 6 � 7 6 IR\ P 6 ) 4 � � �=\  ) � 4 � I 6 � � � �=4 IR\ 7 6 �

����<#*���� & 3 ; � ' !#"����������!#$�9���� @ ����$N����� � I 7 6 �������� ������W�2�i�����R"�!#"���$+��*�"
(π, 0)

�$�,

(π/2, π/2)
LS!#� �j� '2� > �2L ����� IR��L 3ZO & 3i45���_&1�2������� @ �����k")*�&A������&�����,N9+6^��L � ���!#� & 3

!#9������ZY#��,I��$ �_b '2�
6.35

�2�U����� @ �EY#�)Y#�� ���!#� (0.127, 0, 0.7) @
���� 0�;���U�&�"�!#�Z�O������ �������&A6

,�!#*�9�&��M����� $�8"1F��69�^c "N�<#$������� M��$� �!#"�"���$���*����2����!#$
ε = 0.0625

>2��h,������� �����,k��$�����<�3 & 3 �
� F4:  3;45�����)���

1/16
>l��!m������"N�<#$������� N���E�/��� �!#����������!#$�,:��!m����� K�� ������������2����,F9+6

d = 1/2ε = 8
&1�2������ �������� ���$�<#� @ �A���F�; �!#$��Z�0�$+�N 0�����<#�p,���$����A�C6 HV3L(K��!#&�� � ' * ��!#$?3

45��������LS!#���> �$p��$������� �����!#$p!L ����<�3 & 3 & ��*�<#<#���Z���5�����2�
ε
��$ �_b '2� ����$�,��a��!7���2��*����2���g��$

�����_&�! @ ,�!#����$�<�����<#��"��_��5��$ �j� '2� 9���&�! @ x = 0.02
3 e ! @ ��Y#����> ��$p�����_&1�2�������a E����>��

,��1�<#!#$��&Q\ ' ������$^"�!=,�*�&1�2����!#$ @ �A���X�� 0�����<#� !L�!#$�� ��!#&�� � ' *^��!#$p����R9�����$X!#9������ZY#��,� (�;  3 ����$��&�&A6#> @ �a$�!���`�����2�l��$)�����A���`!L ����Y#�����&��2������"��V����>#$�! �Z�0�2���� c 0�����<#�5!#��,����� �!#*�&�,
9��_,������� �����,K��$ �_b '2�

6.5

�$�, �_b '2�
6.6

3
��*��Z��������"�!#���>�&A����!#*�<#�k��!#"��i$���*V����!#$W�� E�2����������$�<U�('V��������"���$+���j���EY#�`9�����$),�!#$��c!#$

b`�
2

�=�
2
' � ' *

2
�

8+δ

� b5� '2'2� 	(>2�����a����!#9��a�����!#$�&A6k����!=,�*� ���, @ �E�/k��Y=��,���$� ��5!L������a\ '
�Z����*� ���*������ OGH  3l\C$N �!#$+������Z�E> ��!#*��������l�����$��ZLS!#��" !LQ�����O���� ���$+�5�=4 Pn,��2�0�_����c����Y#�E�&���,
��!#"��W\ ' ���E�/��g �!#����������!#$�,���$�<N��!p��LS!#*�� dC��������!=,X"�!=,�*�&1�2����!#$^!Ll�����)&�!= E�&h,���$����A�C6K!L
�Z�0�2�����W�&�!#$�<p����� ' *=d � 9�!#$�,.,������� �����!#$?> @ ���� 0�."N�E6;��"���&A6K�������('V���Z����$� ��N!La�Z������������ O �  3 ) ��Y#���Z������&�������>`,���J�$��A���p�$�� @ ���7�����Z����$���$+����!m�����^������E����$� ��p!LO�Z�����������)��$F�&�&
�����g �*������2�����a����"N���$��c�Z����&�& *�$���������&���,^�$�,NLS*��Z�������`�('V��������"���$+���5����U����o�*�������,���!)���E� 0�
�$;*�$��")9���<#*�!#*��U �!#$� �&�*�����!#$?>Q��Y#��$I����!#*�<#�m�����)��*�"�"N��Z6X!Li�����)�('V��������"���$+�0�&�,��2�0�
��&�&�*��Z�����2����$�<),�!#����$�<�,�������$�,���$� ��)!Ll�����k��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6

ε
��$X �*������2������>�,������� �����,

��$ ����<�3 & 3 & >���$� �&�*�,����R�$K������E6p!L� �!#"���!#*�$�,���3
4j��$�,���$� �6���! @ ���,��`��������O����������2����!#$����`�&���!k�_�Z�0��Z����$�<k��!#��$+�i��!k*�$�,������Z�0�$�,�,�!#�=d

��$�<m��Y#!#&�*V����!#$:!L5��������&��� �����!#$��� N�Z����*� ���*����p��$ �j� '2� �$�, ) ,=d��j� '2� 3 ����<�3 & 3 ;m��&�&�*�� d
�����2�����a����� � I 7 6 �������� ��������2�a�����

X = (π, 0)
�$�,

S = (π/2, π/2)
��!#��$+���`LS!#� �j� '2�

�2�_,��APQ������$+�_,�!#����$�<^&���Y#��&���� O &� 3�45���7����"N���/2�9�&��)������*�&A�_���g�����2�_��Y#��$%����!#*�<#�I��$m�����
��$���*�&1�2����$�<X����<#��"��7������,��2�0�m����N��!#&���&A6% 0������ ���������8���,-9+6-�K����$�<#&�������<#�:9���$�,���$�<K��$=d
����<6XLS�E�2��*����>?!#$��) E�$%�&���!���,���$+���AL 6K�N���� �!#$�,I&�! @ dC��$�����<6XLS�E�2��*�����$��E��U����� X

��!#��$+�
LS!#�

x = 0.05
3 � ��!#$XLS*��Z�������U,�!#����$�<N!#$��W!#9������ZY#���_�N�Z6=�Z����"N�2���� k�����$��ZLS���U!LM������ ������&

@ ����<#�+� LS��!#"n����������<#�=d5��!�������&�! @ dC��$�����<6KLS�E�2��*����7�$�,;J�$��&�&A6K� @ ��&�& dC,���J�$���,Io�*����� d
����Z���� �&�� ��� 7 	g���E�/m,���Y#��&�!#���W$��E�� ������!#�V����"N�&�,�!#����$�<�37\C$. �!#$+������Z�E>h�����7��$+����$����A�C6
$��E��g�����

S
��!#��$+� ����"N���$��U��*���������������,%LS!#�U��������$+��������*�$�,�����,�!#����,%����<#��"��W��!p�����2�_�

� 7D���E�/����5!#9������ZY#��,K!#$�&A6NLS!#�
x ≥ 0.15

3
45���%,���������������!#$G!Lk����� �j� '2� ������ ������& LS�E�2��*������pLS!#�^,��APQ������$+�X,�!#����$�<F&���Y#��&��^���



& 3 � 3 ' *������2����� �4�

����<#*���� & 3L( � ba�$�,p,���������������!#$�$��E��a�����!������"���&���Y#��&QLS!#���j� '2� >�"��E���*�����,^9+6 � I 7 6 �
�S&���L �m���$���& 	(>W�2L ����� IR��L 3 OG� �7������!#�������� E�&W<#���E6+dC�� E�&���,[��$+����$����A�C6 !L7������ ������& @ ����<#�+�
!#9V�0���$���, *�����$�<I����� e *�9�9����,D"�!=,���& @ �A������$ K P ��4T�2�

x = 1/12 @ �A��� U = 12t
>

�&�!#$�<������7"N���$;,������� �����!#$��g!Lc����� &GK b`����&�&�!#*���$K8�!#$��> @ �A��� Γ = (0, 0)
>
X = (π, 0)

>

Y = (0, π)
>
M = (π, π)

>��$�,
S = (π/2, π/2)

�S����<#�+�R���$���& 	(>��2L ����� IR��L 3��0O=3

��*�"�"N�����8���,:��$.�����p&���L �)���$���&`!L ����<�3 & 3L(=3 � $��� E�$- �&��E���&A6%�����p�����2�W����� � I 7 6 �
9��$�,K,���������������!#$X��!#��������������>?�('=����$����AY#��&A6K,����� �*�������,m��$^�����k&��A�������2��*����>����,�,�&��k��!#��$+�U�2�
�����

X
��!#��$+�E>������W��!2dC E�&�&���, M �2�g9��$�, � OG�  3 � �U��!#&��_,�!#����$�<N��$� ����E�������> ����� M �2�U9��$�,

"�!�Y#���U"�!#$�!��!#$��� E�&�&A6�*�� @ ���,��g�$�,K ���!#�������U������������"�� &���Y#��& EF

�2�
x ' 0.2

3a45�����O���
��� M��� �����,p��$������U��$����$� ���"���$+�a!L?����� K � �N�2�c�����U 0����"��� E�& ��!����$+���1�&

N(µ)
!#9������ZY#��,

9+6 � \ 7 6 ��>���R����! @ $K��$p�����_&���L �5���$���& !L ����<�3 & 3 F � O�;  3
45���g������*�&A�5���c �!#"��������, @ �A���p�k������!#�������� E�&������� ������&�LS*�$� �����!#$�!#9V�0���$���,N*�����$�<W�����

e *�9�9����,I"�!=,���& @ �A��� U = 12t @
�A������$K����� K P ��4 LS!#� �NY#���Z���� E�& ��H � 	g� ' �Z�����������2�

x = 1/12
� �0O  3 � �h�5 �!#$�����o�*���$� ��c!L=�����M�Z���������l!#��,�����>������M������ ������O�&�!#$�<`�����

Γ−X−M���2���%�����$�!�_��o�*��AY�&���$+� ��!p����!#�����&�!#$�<N�����
Γ − Y −M

!#$��> @ �A��� Γ = (0, 0)
�$�,

Y = (0, π)
3 ) !���U�����2�E>���a��$������g�('V��������"���$+�E>V�����g������ ������& @ ����<#�+�R�&�!#$�<k����� Γ−X,������� �����!#$7���M��*���������������,p �&�!#���5��! �����

Γ
��!#��$+�c�$�,�9��� �!#"����c��$����$� ���,��2�M�����

X
��!#��$+�E3

45��� M �2� � 7 9��$�,p$��E��a�����
X
��!#��$+� @ �A���^�)&1���<#�U��$+����$����A�C6��2�a����� "N�
'V��")*�"H9���&�! @

�����m 0����"��� E�&U��!����$+���1�&
µ
LS!#&�&�! @ ��LS��!#" �:��*���������!#���A����!#$ !L �����;,���������������!#$�&������ � K

"����0�&�&��� M9��$�,��&�!#$�<R�����
x
,������� �����!#$?>
LS!#��"���,W9+6W��!#&����j����!#���<+�2����$�<U�&�!#$�<R�����cY#���Z���� E�&

�Z������������> �$�,X�$X��$���*�&1�2����$�<)9��$�,p�����2�O�Z����"��aLS��!#" ����� � �-,�!#"N���$���3l\C$X �!#$+������Z�E> �$
� �K9��$�,7�2�������

Y
��!#��$+������ 0������ ���������8���,�9+6)�U����<#�)9���$�,���$�<U��$�����<6 @ ��&�&=9���&�! @ µ

�$�,
 �!#$�����o�*���$+��&A6K�����)������ ������& @ ����<#�+� �2� ω = µ

�&�"�!#�Z�RY�$�����������3 PX!#����!�Y#����> �N,����Z����$� ��
<+��mLS!#�  0�����<#���('V ��A�0�2����!#$��g!#����$��_�2�

µ
$��E��g�����

S
��!#��$+�E3k45����� <+��mLS!#&�&�! @ �U��$�,�����,

LS��!#"n�����)�Z���������)�Z����*� ���*����
�

@ ����&��k�������Z6=�Z����" "N�E6K9��)"����0�&�&��� k�&�!#$�<N�����)�Z������������>
�f3 �3A>=��$������g�$+����$�!=,��& ,������� �����!#$��

Γ−X
!#�

Γ−Y
>������g&�! @ dC��$�����<6��('V ��A�0�2����!#$��c����!#*�&�,

9��_$�!���� ��E�9�&A6���*���������������,I�&�!#$�<������_$�!=,��& ,������� �����!#$
Γ − S

 ���!#������$�<N�&�&Q�����_�Z������������3
45�����M �!#$����� ���*����5���i�&���!g��*�����!#�Z����,����A�������l9+6)����� 6 K �Z��*�,������ � �0(  !#�M9+6W�����R�$��&A6����� E�&
�������!+� 0�%9������,.!#$IY����1�2����!#$��&h�����1�& @ �EY#��LS*�$� �����!#$ @ �A������$;�������Z������$�<^���� ���*���� � �4F  >
9�!���X�����&�����,p��!������

t
d
t′
d
t′′
d
J
"�!=,���&f>V!#�R9+6������ ' 7M4 LS!#�a�����

t
d
J
"�!=,���&�� �4Q  3
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\C$ L � ��E>5�����m&�! @ dC��$�����<6D������ ������& @ ����<#�+�p!L ) ,=d��j� '2� �2�
x = 0.12

>O�."�!=,���&
 �!#"���!#*�$�,NLS!#� @ ���� 0�������g��Y=��,���$� �� !Lh������$^�$�,p 0�����<#�g�Z���������U!#��,����a���`�����g�Z����!#$�<#���Z�E>
���R�&���!7"�!#�Z��&A6N �!#$� ���$+�����2����,K��$ M �2�R����<#��!#$��R�&�!#$�<)�����

Γ −X
�$�,

Γ − Y
,������� �����!#$���>

@ ����&��K���������;����&��A����&��X!#��$�!-������ ������& @ ����<#�+�^�&�!#$�<.����� Γ − S
,������� �����!#$ � O4(  3 � $

�����7!�������_���$�,?> � I 7 6 �I������ ������^!L`9�!��� �j� '2� �$�, ) ,=d��j� '2� �2�
x = 0.15

���EY#�
����Y#�E�&���,K$�!�O!#$�&A6������k����������$� ��)!LVM �2�O9��$�,��U���!#*�$�,X�����

X
�$�,

Y
��!#��$+���R9�*V�g�&���!

�����g�('V���Z����$� �� !L���������� ��1�9�&��U������ ������& @ ����<#�+�R�2� EF

��$N�����g$�!=,��&�����<#��!#$ � OGF  3 � ����&��
�����m!#9������ZY�2����!#$ !L M �2������<#"���$+���p"���<#�+��9��m,������� ���&A6D��� �����9���,D��! � K �Z����������� � O4O  >
,������� �����!#$ !LU$�!=,��&5������ ������& @ ����<#�+����!#�����N�;LS!#��"���,��9�&����0���/.��!%,���Y#��&�!#�D�;������!#�Z6
�����2� @ !#*�&�,D,����� �����9��^�����X��&��� �����!#$��� ^�Z����*� ���*����X��������")9�&���$�<I����� ������"��5��*��ZL � �� ���M� 	
!LR�pLS*�&�&A6 &GK �Z6=�Z����" 9��� E�*����>M��k�A� @ ��)�&����E�,V6I�Z������������,-!#*V�E>j������$�!=,��&i������ ������&
@ ����<#�+�O���5�('V���� �����,K��!79��_��*���������������,;��$X���Z�0�2���� W� ' �Z��������� ���� ���*���� � �0( �N�4Q  3i\C$�,�����,?>
�����W�('V��������"���$+�0�&�&A6^���Z�0�9�&���������, �M�X&�!=!#/��O���2�������U&���/�_�����)!#$��)���������$�<7LS��!#"n,�����!#��,����
!#�aLS��!#" ,V6=$��"��� M�*� ���*��2����$�<7�Z������������� O4O  3
� &A������$��2���AY#��&A6#>l<#*���,���,-9+6.����� ' 7M4 ������*�&A��������! @ ��$�<m�����2� @ ����&��������^� ' �Z�����������

6=����&�,F&��A����&��������� ������& @ ����<#�+��$��E��������^$�!=,��&a����<#��!#$?>M�����^b ' !#$����7��������!=,�*� ��Xo�*��A���
@ ��&�&l������$�!=,��&M����<#"���$+��� � �4Q  > �Q��!#* *��i���%A � OGF  ���EY#�N �!#$����� ���*�����,%�����2�_�������('V������� d
"���$+�0�& �M�7"N�E6�������*�&A�cLS��!#" �����U �!=�('V���Z����$� ��U!L?����� � ' �$�,pb ' �Z������������3 � �A������$7�������
LS���"�� @ !#��/ >*���!#$W��$� ����E�����$�<O,�!#����$�<R�����ab ' �Z�����������l����iLS!#��"���,W�2�j�����c�('V����$����5!LV�����
� ' !#$�����3`45�����R�� ���$������!����5����Z���� �*�&1���&A6N��$+���������Z����$�<�9��� E�*����k�A�R����O9�����$X����! @ $K�����2�
�����5b ' �Z���������>��$) �!#$+������Z����!g�A���M� '  �!#*�$+����������Z�E>+��$����$� ����M��*������� �!#$�,�*� �����$�< ���������$�<
 �!#������&1�2����!#$���� OGQ  3N45���N����&���Y�$� ���!L5�^9�!#$�,.!#��,����W�2�_������,�!#����$�<X&���Y#��&

x = 0.15
���

��*�����!#�Z����,79+6)���� ���$+�i�Z��*�,������l!L ����� � I 7 6 �)������ ������ ��$��U�Z6=�Z����" @ �A���)�����5b ' �Z������������ OG:  3�45�������O�Z��*�,������M���EY#�56=����&�,���,�����!#$�!#*�$� ���,������� ������& @ ����<#�+�i9�!������$)�����5$�!=,��&��$�,
�$+����$�!=,��& ,������� �����!#$���>=��������!=,�*� ���$�<Wo�*��A��� @ ��&�& �����U�('V��������"���$+�0�&�������*�&A���`��$ ) ,=d��j� '2�
�$�, �j� '2� � OGF  3 ��*��Z��������"�!#���>������_�Z���������_�� ���$������! @ !#*�&�,K�&���!7�('V��&1���$p�����_!#����<#��$p!L
�����O� @ !� �!#"���!#$���$+���`������$p��$������ � I 7 6 �������� ��������2�c�����

X
��!#��$+�`$��E��

x = 0.05
� cK� 3

����<�3 & 3 ; 	(3�\C$�,�����,?>������R��������!#$����RLS��!#" ����� � �I��$���*�&1�2����$�<g����<#��!#$�� @ !#*�&�,79��R��*�������,���!
�����k����<#�X9���$�,���$�<���$�����<#�����O,�*��k��!7�����"PX!���U<+��?> @ �������E��O�����k 0�����<#�W�Z����������� @ !#*�&�,
9��_��������!#$�����9�&��gLS!#�a�����_!�������R �!#"���!#$���$+�R$��E��

EF

3
����$��&�&A6#>`�('V���Z����$� ��;!L K�� �p����!#*�&�, <#�AY#�K�������K��!.�����;������E����$� ��K!L_$�� @ �Z�0�2�����

��$�����,��7������ 0�����<#�(dq�����$��ZLS���W<+��%�����2� @ !#*�&�,.����$I�����N 0����"��� E�&i��!����$+���1�& µ
3 K !#����$�<

,�������$�,���$� ��K!L
µ
��$ �j� '2� ,���,�*� ���, LS��!#" � 7c�F���7,������� �����, ��$F�����^����<#�+�7���$���&R!L

����<�3 & 3 F � Q4H  3.45�����)J�<#*����p����! @ �������p��*���������������!#$ !LR�����p�����AL ����$:�����p*�$�,�����,�!#����,
����<#��"��

x < 1/8 @ ������� ε
��$� ����E������^&���$��E���&A6 � cK� 3 ����<�3 & 3 & 	(3 \C$B �!#$+������Z�E>U��$ �����

!�Y#����,�!#����,p����<#��!#$ @ �A�����W&�!= 0/#dC��$���PQ�� ��5!L ε
>=�����U$�*�")9����`!L �Z�����������`���2��*����2������>V,�!#����,

��!#&����g!�Y#��� M�! @ ��$+��!N����� � � ,�!#"N���$���>?�$�,
µ
"�!�Y#���gL ��Z� @ �A���;,�!#����$�<�3 45�������� ���*����

!LW9���!+�,���$���,G�Z�����������^�$�,G��!#&����p�������E�,���$�<F!#*V�X�&�&U!�Y#���p����� � � ,�!#"N���$������^�&���!
��$�,��� E�2����,^9+6������k,�!#����$�<�,�������$�,���$� ��W!L������_���������Z���AY=�A�C6p�$�,^����� e �&�&? �!=���� �����$+�

RH��$ ) ,=d��j� '2� 3 ) �"���&A6#> �p�������,;,��� ����E�������$m�����7"N�<#$��A��*�,��)!L
RH

LS!#� ,�!#����$�<p&���Y#��&

x ≤ 1/8
�2�h&�! @ ����"��������2��*����M����!�Y=��,����j��Y=��,���$� ��MLS!#�?����� � K  0�����<#�M�����$�����!#�Z�E> @ �������E��

LS!#�
x > 1/8

>j����&1�2���AY#��&A6m&1���<#�
RH

��*�<#<#���Z���)�^ ���!#����!�Y#���WLS��!#" ����� � K ��! &GK  0�����<#�
�����$�����!#�Z��� Q �# 3 � &A��!#<#����������>+�A�i������E����l�����2�M�����R"����0�&�&��� c�Z���������a���� ���*����5,�!=���i E��V��*����



& 3 & 3 ) �� 0/��&1�2����� � �

����<#*���� & 3 F � K !#����$�<X,�������$�,���$� ���!L � � � 	 K � �%�2�_������ 0����"��� E�&i��!����$+���1�&
µ
>
N(µ)

>
�2L ����� IR��L 3ZO�; � �S9 	` 0����"��� E�& ��!����$+���1�&Q�����AL �

∆µ
��$ �j� '2� > �2L ����� IR��L 3$Q4H=3

�����_��������$� ��W!Lj�����_&�! @ dC&A6=��$�<)���+6=���� ��RLS!#� ) ,=d��j� '2� �$�, �j� '2� �Z6=�Z����"���3
' !#$+Y#��������&A6#>=�A�l���l��"���!#�Z�0�$+����! $�!���`�����2�M��! L ��l$�! ��Y=��,���$� ��R!L�\ ' ���E�/��M����M9�����$

,������� �����, ��$F�$+6:��&��� �����!#$=dC,�!#����,- �*������2�����7��*������� �!#$�,�*� ���!#����3:\C$��Z���E�,?>M�����p$���*V����!#$
�� E�2����������$�<K�('V��������"���$+���)���EY#�����Z�0�9�&���������,:!#$�&A6 c?�"696S*�12��!#H���-* ������$ M�*� ���*��2����!#$��W��
��$ ) ,

2−x
' �

x
' * �

4

� ) '2'2� 	(>#9�!���7��$)�����5��*������� �!#$�,�*� �����$�<W�$�,7��$�$�!#��"N�&V�Z�0�2���!� Q &� 3
PX!#����!�Y#����> !#9������ZY�2����!#$X!L���*� 0�K���E�/��O���R �!#$������Z����$+� @ �A���^����� � 7c�^"��E���*�����"���$+���R��$
) '2'2� ����! @ ��$�<)�����2�`�����  0����"��� E�&���!����$+���1�&Q"�!#$�!��!#$�!#*���&A67��$� ����E������ @ �A���p��&��� �����!#$
,�!#����$�< � Q4�  3

� � � ��.1,-7 �  ) � ��=
�����������M!#��,���� ����j�&���!R9�����$k!#9������ZY#��,)��$_�R$�*�")9����h!LV$�!#$���*������� �!#$�,�*� �����$�<O,�!#����,W�$+��� d
LS������!#"N�<#$�������>=��*� 0�X��a&1�E6#������,p"N�$�<+�$��A����� ���h�V> ) , 	

1−x

�=�
1+x

PX$ �
4

� QG;V> Q0(  3 � "�!#$�<
������"X> �j� ) � �$�,��h�

2
) � �

4+δ

��� ) � 	R��&1�E6K��&1�*�����9�&A6p�����)"�!#�Z� ����!#"���$���$+�g��!#&��3g\C$=d
,�����,?>a$���*V����!#$D�� E�2����������$�<%"��E���*�����"���$+���N���EY#�K����Y#�E�&���,D�Z�0�2���� ^�Z���������^!#��,����7��$F�����
� ) � ���"���&���� @ �A��� δ = 0.105

>WHV3 ��& (=>c�� @ ��&�&R�� HV3 � �4� � Q4F��N: &� >`�$�, ��Y#��$D!�Y#���N�
@ ��,����W��!#&���,�!#����$�<K����<#��!#$ 0.135 ≤ x ≤ 0.5

��$%�����N E�����!L �j� ) � � � ;�> � (=> & ;�� & :  3
PX!#����!�Y#����>������5\ ' �Z���������5!#��,����M�����������Z���i*�����!

x = 0.7
��$)����� ) ,

2−x

�=�
x
) � �

4

� ) � ) � 	
�Z6=�Z����" � :0(  >h��$ @ ���� 0�I�������=4 � ��������7������"��_��!^�('=����$�,%��!X�p����<#����� ,�!#����$�<^����<#��!#$

x ≤ 0.45
��k �!#"��������,I��!^����� �h�X �!#"���!#*�$�,�� @ ������������� e 454 ������������_�Z�0�9���&���8���,

�2�W�����N�('V����$����^!La����� �=4 � �Z����*� ���*����^�&����E�,V6%�2�
x ' 0.22

� � ;  3m\C$�,��� E�2����!#$��k!LO�
 0�����<#�_!#��,����5��$^,�!#����, �h�

2
) � �

4
@ �����W�&���!)LS!#*�$�,^��$^��&��� �����!#$ � :4F  �$�,�'�dC���E6p,��APQ��� (d

����!#$)�Z��*�,�������� :0O �N:4:  3 �g*��A���a���� ���$+��&A6#>+����� � K $��2��*����5!L �����5�Z���������a"�!=,�*�&1�2����!#$ @ �A������$
) � �

2

��&1�$����U����U9�����$m,������� ���&A6^ �!#$VJ���"���,m��$X�����W4 6 P �Z��*�,������U!LM 0�����<#�)�Z�����������O��$
�j� ) � � � H4H  3M\C$^�,�,��A����!#$?>= E�����LS*�&Q�('��"���$��2����!#$N!L �����g4 6 P ��"N�<#���`����a����! @ $p�����2�
�2�`�_&�! @ ����"��������2��*����R�Z�����������`����R"N���$�&A6W ���$+��������,�!#$N��! @ �c!L ) � �2��!#"���3 e ! @ ��Y#����>��
"�� '=��*���� !L������)� ' �$�,mb ' �Z����������� @ ��U�&���!�!#9������ZY#��,m��$^��!#"��_��"N�&�&?����<#��!#$��R!Lj�����
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�2L ����� IR��L 3 �4� H���$��j� ) � 3$7��$���&����S9 	5�$�, �S �	5����_�2L ����� IR��L 3 � H4:V3
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x > 1/3

	  E����������k,�!#����$�<K��$+��!X�����
ε = 1/3 0�����<#�(dC!#��,�������,N��$���*�&1�2��!#� @ �A���7��������� ) � ���A�����c��$7�����O*�$��A�c ���&�&f3 e ��$� ��>=LS!#�M�����O,�!#����$�<
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x = 1/3
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LS�E�2��*����k�AL������W��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6�LS!#&�&�! @ ��,X������ �������&A6^�����k����&1�2����!#$ ε = x

3 e ! @ ��Y#����>
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x = 1/3
��!#��$+�E> @ ���� 0�;����U��"���!#�Z�0�$+�O��"���&��� E�2����!#$��`LS!#�O�����W����<#$m!L RH
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1/3
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 E������S��!#&��
 E������������ 	(3
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x = 1/3

��!#��$+�)��$�,�*� ���,:9+6.�������Z����������!#��,����
����!#*�&�,.�Z����!#$�<#&A6.�2PQ�� ��k�����N��&��� �����!#$��� ��Z����*� ���*����3K\C$�,�����,?>i�� @ �N���EY#�p�&����E�,V6I������$
��$p�����k��$������O!L�����<�3 & 3 Q �S, 	(>������_!#�V���� E�&  �!#$�,�*� ����AY=�A�C6p������ ������

σ(ω)
9���&�! @ T IC

CO

> @ �A���
�����5��*���������������,N��$+����$����A�C6W��$)�����a&�! @ dC��$�����<6)����<#��!#$?>��"���&A6_�����2� �j� ) � ���M�$���$���*�&1�2��!#�
@ �A���7�UJ�$��A���a 0�����<#�a<+��?33IR��"N���/2�9�&A6#>+��l��&�&�*��Z�����2����,W��$�����<�3 & 3 Q �S �	(>#LS!#��9�!��� x = 0.3�$�,
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x = 1/3
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x = 1/3
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ε
��$� ����E������U&���$��E���&A6 @ �A���K��$� ����E�����$�< x

3 PX!#����!�Y#����>?�� @ �W���EY#���&����E�,V6p��!#��$+����,K!#*V�E>
�I����"���&1��W��*���������������!#$ !LU�����X�����AL �������9�����$DLS!#*�$�, 9���&�! @ x ≤ 1/8
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!LR�����p�Z������������3 � �p����LS��������������!I�m"N�<#$������� (dqJ���&�,:��$�,�*� ���,F��PQ�� ��7��*�<#<#���Z����$�<;�����2�
�����_�Z�����������5��$ � ) � ���� � dC ���$+��������,K�2�R����<#�
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 0�����<#��!#��,���� @ ��kLS!#*�$�,:�2� T IC
CO ' 220
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ε = 1/3
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"N�<#$������� R�Z����*� ���*����g�A�`9��� �!#"����` �&��E��c�����2�`!#$�&A6������g&1�2�������i �!#$VJ�<#*����2����!#$N"���<#�+�c����! @
��LS��������"N�<#$������� k��������!#$����>j��$�,�*� ���,I9+6I�p*�$��ALS!#��" "N�<#$������� WJ���&�,?>?��$;����� 7WP ��������
�2�
T > TN

3M\C$�,�����,?>���*� 0�X�)"N�<#$�������8E�2����!#$����E�/N����a9�����$^,������� �����,X��$p�WJ���&�,p!L�F)4
� : �  3j45��������LS!#���>+�����*�"���$�<R�����2�j����� K�� �l����c9�!#$�,=dC ���$+��������,���$_�����`����<#�_����"��������2��*����
����<#��"��>��A�k����)9�����$: �!#$� �&�*�,���,?>M9������,:!#$.����������"��������2��*����N,�������$�,���$� ��p!L

ε
>������2�

 �!=!#&���$�<)����!#"�!�����a�����W� ' �Z������������3
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�����
����� "�"��' �?
���������

� � @ �.�&����E�,V6 �Z�0�2����,?>g�����I������$�!#"���$�!#$ !L)��������%����������2����!#$?>U"N�$��ALS���Z����$�<-�A������&AL
��$DLS!#��"N�2����!#$ !L_$�!#$�"N�<#$������� � K ,�!#"N���$ @ �&�&���> @ ���� 0� ����������2��� � � ,�!#"N���$���!L
!#����!#���A���U����������a���c�����g"�!#�Z�a����!#$�!#*�$� ���,p��$ ) ,=d��j� '2� ���!#*�$�,p��!#&��O,�!#����$�<

x = 1/8� � �V> � Q  > @ �������k�Z�����������O����k�&���<#$���,^�&�!#$�<�!#$��_!L�� @ !���o�*��AY�&���$+�O&1�2������ ��g,������� �����!#$�� x�
y
	(> ��! @ ���� 0� @ ������LS���k��_�����7��!#����8�!#$+�0�&�� Y#���Z���� E�& 	U�Z������������3�45�����_���_��$I �!#$+������Z�k��!

�����O,��1�<#!#$��&��Z�����������c��$VLS��������,���$7�����U��$���*�&1�2����$�< $��� 0/��&1�2�������j� ) � � � ;�> � (�> & ;�� & :  �$�,
� ) � � Q4F��N: &� 3

6 Y#��$)����!#*�<#�k�����c")*�&A����9��$�, e �^ E�&� �*�&1�2����!#$�� !L �?�#�$���$W�$�, � �A����&�� @ !=!=, � � H �  ����
 �!#$������Z����$+� @ �A���k�����`!#9������ZY�2����!#$W!L�J�&�&���,k�Z��������������$W$��� 0/��&1�2������>#9+6 @ ���� 0�����j"��E�$+��!#$��
,�!#����,p��!#&��g�����a�Z���������g*�$��A�a ���&�&f>=�������a�������!E'V��"N�2����!#$N,�!=���5$�!�5������,��� ��a�����g���&AL1dqJ�&�&���,
�Z�������������S!#$�����!#&��7�����k��Y#���Z6I� @ !;�2��!#"�� ��$.� K�� 	 !#9������ZY#��,-��$I������ �*������2������� �4�4�# 3
\C$X�,�,��A����!#$?>= 0�����<#�g�����$�����!#�Z�5���a$�!�5��!#������9�&��g��$p��,��E�&���8���,�J�&�&���,p�Z������������3ib`!�������������
LS�E�2��*������5��$�,��� E�2���O�����2�5�A�5���a$��� ���������Z6���!�<#!�9���6#!#$�,p����� e �.�����E�2��"���$+�5!Lj�Z�����������59+6
��$� �&�*�,���$�<^&�!= E�&l��&��� �����!#$. �!#������&1�2����!#$�� @ ���� 0�.LS*��Z�������k��$NM�*���$� ��7������ 0�����<#���$�,.������$
,����Z������9�*V����!#$���3

e ! @ ��Y#����> ����<#$��AJ� E�$+�Uo�*��&��A�0�2���AY#�_�Z�0�2����"���$+���U����"N���$K��!#������9�&�� @ �A������$X�����kLS���"��(d
@ !#��/^!Ll�����W*�$������Z������ �����,m"��E�$=dqJ���&�,^������!#�Z6#3R\C$�,�����,?>Q�E���&A6 e �  E�&� �*�&1�2����!#$��aLS!#�R�����
&GK e *�9�9����,p"�!=,���& LS!#*�$�,N�����2�aY#���Z���� E�&��Z����������� @ �����gL �EY#!#����,�LS!#� U/t . 4

�$�,�,��1�<2d
!#$��&Q�Z�����������`LS!#��"���,p�2�5&1���<#���cY�&�*����a!L

U
� F��N:  3 e �����> @ � �('=����$�,p���������_�Z��*�,������R�$�,

,���������"���$��p�;��������^,��1�<#���" !LO����� e *�9�9����,F"�!=,���& @ �A���F�$ �$�����!����!#���� N$��E������Z�Zd
$�����<#��9�!#�i��!#������$�<

t
>�9+6�Y��Z6=��$�<_�����O!#$=dC���A��� ' !#*�&�!#")9�������*�&�����!#$

U
�$�,N��$+Y#���Z����<+�2����$�<

&�!= E�&�&A6 �Z�0�9�&��a�Z����*� ���*������MLS!#�l��������������$+�0�2���AY#�R��!#&��a,�!#����$�<g&���Y#��&��
x = 1/8

�$�,
x = 1/6

3
� �p�&���!m������!#�Z�W������ 0���$�<#���7��$.�Z�0�9���&��A�C6I!LR�������Z���������N�Z����*� ���*������7��$.�������('=����$�,���,
e *�9�9����,m"�!=,���&h,�*��W��!������W$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�O��!#������$�<

t′
�$�,X��!N�����W$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#�

' !#*�&�!#")9p��$+������� �����!#$
V
3 ) �('=�E>���$p!#��,����a��!�<+���$^�) �!#"�����������$����AY#�_*�$�,������Z�0�$�,���$�<7!L

�����  �!#"��������A����!#$N9���� @ ����$K,��APQ������$+�a�C6=�����R!Lj�Z�����������5��$^�)���E�&����Z���� O"�!=,���&f> @ � ��$� �&�*�,��
&1�2������ ��M,���<#�������j!LVLS������,�!#"[��$�,�*� ���,W9+6k�R�Z�0�2���� W7j��������&��h��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��M �!#*���&���$�<�3���*�� d
��������>V<#*���,���,�9+6������g!#9������ZY�2����!#$N�����2�a$���<+�2���AY#�

t′
�
t′/t < 0

	M6=����&�,��a�W��!#���A���AY#�O/���$������� 
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&4& ' e � 7M4 6 I �V3 � 6 PX\ ' � � ���=\ ' � � 7 I � 7 6 I�45\ 6 � � � ��\���� 6 K �=4 IR\ 7 6 �

��$�����<6� �!#$+������9�*V����!#$N�$�,N����$� ��U�A�c���c��*���������������,p9+6��('V����&�&���$�<k��!#&����MLS��!#" ����� � �%,�!2d
"N���$��R�$�,K������$VLS!#�� ���$�<)�����k�Z���������_!#��,�����> @ �W�2������"��V�R��!��Z�0�9���&���8�� �7���&AL1dqJ�&�&���,p�Z���������
��������W��$+Y#!#&AY=��$�<��$K!#$=d @ �&�&h������$=dC,���$����A�C6 @ �EY#����U��$ IR��L 3 �4�4� 3 � �W���<#*��k�����2�U��*� 0�
�����������$�!� !#$�&A6K�E�����&A6K� � �!#"�"�!=,��2�����U��!#&�����>?9�*V�_�&���!p����,����Z������9�*V�����U������" ���!#*�$�,
,�!#"N���$ @ �&�&�����!;�����2�������^/���$������� ���$�����<6F�����!= ��1�2����, @ �A���F$��('=�ZdC$�����<#��9�!#����!#������$�<
9��� �!#"����)$���<+�2���AY#�N,��������A���N$���<+�2���AY#�

t′
3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>i�A�k�0�/����!�Y#���)��$%����������<#��"��

!L
t′/t ' −0.3

�������!#�����1�2���_LS!#� �_b '2� 3 ����$��&�&A6#> @ �)��$+Y#���Z����<+�2���W�$�,K �!#"�������k�Z�0�2���� 
��!#&��(dC��!#&�� �$�,^������$=dC������$^ �!#������&1�2����!#$�LS*�$� �����!#$��5!Lj�����_ �!#$�����,�������,K�Z������������3

� ��� � 9  . � 9:0�.1,�� ��, � )50�.1=�� 9���= � *K. � ���¢9l*�� ) � .`9:0
\C$ @ ���2�)LS!#&�&�! @ � @ ��,����� �����9�����������������$+���1�&`"��� 0���$�����" @ ���� 0�:L �EY#!#���)�Z��������������������
�2��J�$��A���m,�!#����$�<�>R9+6  �!#$�����,�������$�<-!#$�&A6 �:��"N�&�&O �&�*��Z������ �!#$������Z����$�<-!L ���������I�2��!#"��
J�&�&���,X9+6^� @ !N��&��� �����!#$��g�$�,K!#$��k��!#&���� @ �A���X���������� ��U��!N���&AL1dqJ�&�&���$�< @ �A���^�����W��&��� �����!#$
,���$����A�C6

n = 1
�����U���A����	(3 ��!#�O����"���&��� ��A�C6 @ �)�����*�"��k�����2�R�����W��&��� �����!#$��U����k �!#$VJ�$���,

��!p�����7 �!#$�����,�������,% �&�*��Z�����_! @ ��$�<p��!^&1���<#� ' !#*�&�!#")9I��$+������� �����!#$
U � t

>j�$�, @ ��,�!
$�!�k�0�/����$+��!K� � �!#*�$+�)�$+6%��$+������� �����!#$�� @ �A���I����� � �B9�� 0/�<#��!#*�$�,?3p45������������7� @ !
��!#������9�&��m E�$�,���,��2������LS!#�N�����;<#��!#*�$�,B�Z�0�2���3 45���;J����Z�^!#$��; �!#����������!#$�,��p��!F�:��!#&��
�,�,���,���!W���������_�2��!#"��c!L��W����$�<#&�� � �:,�!#"N���$���$ @ ���� 0�?>��AL @ � ��*�����!#���g�����2�5� ↓ dC������$��&��� �����!#$:���W������&1� ���,-9+6:�K��!#&��>������N� @ !;����"N���$���$�< ↑ dC������$:��&��� �����!#$��W E�$-9��NLS!#*�$�,��$X!#$��W!L����������)�&�&�! @ ��,X �!#$VJ�<#*����2����!#$�� � {↑, 0, ↑} > {↑, ↑, 0} > �$�, {0, ↑, ↑} � �����k!������� �!#$VJ�<#*����2����!#$��)����N�('V �&�*�,���,-9+6%����� 7��*�&��c������$� �����&���	(3 e ��$� ��>M�������k��!#&1���!#$��� 7�Z�0�2���
<#�AY#���5����� ��!�0�&?��$�����<6#>

EP = −
√

2t,
���V3 � 	

�$�,^����� ' !#*�&�!#")9p��$+������� �����!#$
U
,�!=���R$�!�R �!#$+������9�*V���3

� ,��APQ������$+�M���A��*��2����!#$)���l!#9V�0���$���, @ ����$N�g��!#&��`!= � �*��������M��$��Z���E�,�� K�� ����������2����$�<
� @ ! � � ,�!#"N���$���3 K ��&�!= E�&���8E�2����!#$D&��E�,���������$B��!F����"���&1��7���������I �!#$VJ�<#*����2����!#$�����!
����!#���%!#9V�0���$���, �9�!�Y#� � {↑, 0, ↓} > {↑, ↓, 0} > �$�, {0, ↑, ↓} >U9�*V�K��$ �,�,��A����!#$?>O���������
 �!#$VJ�<#*����2����!#$�� @ �A���;!#$���,�!#*�9�&A6K!= � �*�������,;���A��� {↑↓, 0, 0} > {0, ↑↓, 0} >?�$�, {0, 0, ↑↓} > E�$;9��W���E� 0����,%��U�('V ��A����,;�Z�0�2����� @ ���� 0�; �!#�Z� ' !#*�&�!#")9K��$�����<6

U
3 PX!#����!�Y#����>?���������

!�������` �!#$VJ�<#*����2����!#$�� @ �A������$+������ 0���$�<#��, ↑ dM�$�, ↓ dl������$��a����O������$^�&���!)� � ���������9�&��OY=�1������O,��� E�E67!L?,�!#*�9�&��R!= � �*����$� ������ � {↓, 0, ↑} > {↓, ↑, 0} >��$�, {0, ↓, ↑} 3�\C$7�����O����<#��"��5!L&1���<#�
U
> �����_��!�0�& ��$�����<6X��$^�����k<#��!#*�$�,X�Z�0�2���k E�$K9��_LS!#*�$�,X��$K�������Z��*���9��2���AY#� @ �E6

�$�,K��R�7������*�&A�R!#$��_!#9V�0���$���>

ES = −
√

2t− 4t2

U
.

���V3 & 	

45��������LS!#���>U����� e ��&�9����Z������� ��ILS!#�������;&1�2����������!#&��A��!#$��� K��!#&�*V����!#$ ���p&1���<#���p�$�,B!#$��
J�$�,��_�����2�_������� ��!#&�*V����!#$I���_�& @ �E6=�k"�!#�����Z�0�9�&��������$I�����7��!#&1���!#$��� )!#$�� � �4�4�  3�45���
���<#*�"���$+�������&������W�&���!K��! &GK �Z6=�Z����"���> @ ������������� K�� �7����N"�!#���N�Z�0�9�&��������$.�����
&���$����5!L���!#&1���!#$��a��$X�$ � �F9�� 0/�<#��!#*�$�,?3



�V3 & 3 5 ���Z���� E�&QY#������*��U,��1�<#!#$��&Q�Z����������� & �

� � � � �8* � .1,8) �� �8*-= 
 =���.1)��59:0�)  = � *K. � ��=
\C$)�������M�=�� �����!#$ @ �5�2������"��V�M�U�Z6=�Z����"N�2���� a��$+Y#���Z����<+�2����!#$W!L������a����!#�����Z�������l�$�,)����&1�2���AY#�
�Z�0�9���&��A�C6O!L�J�&�&���,gY#���Z���� E�&+�$�,_,��1�<#!#$��&2�Z������������3 � �i�����&�&�����M�����2�h��$ �����A���l!LV,�� �� �*�&A�C6
��! �Z�0�9���&���8��K�����%<#��!#*�$�,G�Z�0�2��� @ �A���G�F���&AL1dqJ�&�&���, K�� >5�����%"��E�$=dqJ���&�, LS���"�� @ !#��/
����*�����LS*�&R��7����!�Y=��,���$�<I�;<#��$������� p"��� ���!#�� �!#���� �,����� ������V����!#$F!LOJ�&�&���,-��$���!#"�!#<#��$���!#*��
�Z����*� ���*�������3

�	��
��� �����������������������! ��#"%$'&!����(*)+$�$'&-,.�0/21����� 
���0��Z����$�<.��!#��$+��LS!#�������m�$��&A6=�����N!L �Z���������K�Z����*� ���*������p���7�����m�('=����$�,���,B����$�<#&��(dC9��$�,
e *�9�9����,m"�!=,���&f> @ ���� 0�m��� @ ��,���&A6^� � ����V����,I��R�����k<#��$������� k"�!=,���& LS!#�O��"��� ���!#�� �!#���� 
,����� ������V����!#$^!Lj�����_ �*������2���_��*������� �!#$�,�*� ���!#��� � �4��&� >

H = −
∑

ijσ

tijc
†
iσcjσ + U

∑

i

ni↑ni↓ + V
∑

〈ij〉
ninj,

���V3 � 	

@ �������5�����5!#�������2��!#� c†iσ (cjσ)
 ����E�2����� � �$�$�������&1�2����� 	h�$7��&��� �����!#$ @ �A����������$ σ !#$�&1�2������ ��

���A���
i
�
j
	(>V�$�,

ni = c†i↑ci↑ + c†i↓ci↓
<#�AY#���i�����U��&��� �����!#$N,���$����A�C6#3M45���U��!#������$�<

tij
���
t
!#$

�����59�!#$�,��M �!#$�$��� �����$�<_$��E������Z�c$�����<#��9�!#���l���A����� 〈i, j〉 �$�, t′ LS!#�l���� �!#$�,=dC$�����<#��9�!#�M���A������>
@ ����&��k������!#$=dC���A�����$�,;$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#� ' !#*�&�!#")9;��$+������� �����!#$��g����> ���������� ����AY#��&A6#>

U�$�,
V
3

45���)"�!=,���&h E�$m9��W��!#&AY#��,m����&AL1dC �!#$������Z����$+��&A6^��$K���E�&j����� �� @ �A������$^����� e � > @ �������
�����U��$+������� �����!#$��a����U,��� �!#*���&���,���$+��!)����!=,�*� ����`!Lh!#$��(dC����Z���� �&��R������"��`9��� �!#"���$�<k��PQ�� (d
���AY#�`"��E�$kJ���&�,��j�����2�l� ���!#$)�E� 0�)��&��� �����!#$ @ �A���k�����`���"��c�Z������$�<���?3l45�������������!E'V��"N�
d
����!#$���$+Y#!#&AY#���M9������ E�&�&A6W��!#&AY=��$�< �$7����<#��$+Y�&�*��a����!#9�&���"X3�45���R!#9V�0���$���, @ �EY#��LS*�$� �����!#$��
LS!#��" �^$�� @ ��!����$+���1�&i�$�,:����$� �������� e �"���&A��!#$��1�$KLS!#�W�X$�� @ ����<#��$+Y�&�*�������!#9�&���"X3
4i6=���� E�&�&A6#>�������$�� @ ��!����$+���1�&����U 0��!#����$.��g��!#"��)&���$��E��U �!#")9���$��2����!#$K!Li������ �*�������$+�
�$�,X������ ���,���$�<���!����$+���1�&f3i45���_�A�������2����!#$��R����_ �!#$+����$�*���,K*�$+����&Q�����k��$���*V�O�$�,X!#*V����*V�
 0�����<#�7,���$����A�C6%�$�,%��$�����<6;,�!X$�!�k 0���$�<#� @ �A������$I��!#"����������� �����9���,:� � �*���� �6#3�45���
"�!#�Z�`����<#$��AJ� E�$+�c,���� @ 9�� 0/�!L?�������c"�������!=,N���i�����2�`�A�c$���<#&��� ����` �!#������&1�2����!#$���3 6 &��� �����!#$
 �!#������&1�2����!#$; 0���$�<#���_�������Z6=�Z����" ����!#�����Z�������k�$�,%"N�$��ALS���Z��� �A������&AL`��$;�����7,��� ����E����N!L
������<#��!#*�$�,;�Z�0�2������$�����<6#3W45���7,��APQ������$� ���9���� @ ����$I��������$�����<6m!Li�������('�� ��k<#��!#*�$�,
�Z�0�2���g�$�,������U��$�����<6�!#9V�0���$���, @ �A������$7����� e � ���i����*��` E�&�&���,7�����U �!#������&1�2����!#$���$�����<6#3
\q�c����������MLS��!#" �����5L � ��M�����2�c�$���&��� �����!#$ � �i"�!�Y#��"���$+�i���M �!#������&1�2����, @ �A���������R��&��� �����!#$��
���!#*�$�, �A�E>a�$�,D� � �!#*�$+����$�<ILS!#���������7��PQ�� ��N&�! @ �����7LS*��Z�������7�����X��$�����<6#>a9���6#!#$�, �����
��$�,�������$�,���$+�U��&��� �����!#$X�������!E'V��"N�2����!#$?3

� �a,�!g$�!�l �!#$�����,����l$�!#$� �!#&�&���$��E��h������$) �!#$VJ�<#*����2����!#$���>+�$�,)*����`�����a"�!#�Z�l�Z�������<#�+�Zd
LS!#� @ ���,�Y#��������!#$p!Lh����� e � @ �A���p�)����!=,�*� ��5!L � @ !7����������2���_�=&1�2�����`,���������"���$��$+���`LS!#�
*��K�$�,X,�! @ $X������$���> @ ����$� ��>

ni↑ni↓ ' ni↑〈ni↓〉 + 〈ni↑〉ni↓ − 〈ni↑〉〈ni↓〉.
���V3 ; 	

� ����"���&1��5,��� �!#*���&���$�<����g�����ZLS!#��"���,KLS!#�O�����)$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#� ' !#*�&�!#")9m��$+������� �����!#$?3
' �&� �*�&1�2����!#$�� @ �����W�����ZLS!#��"���,X!#$ 12 × 12

�
16 × 16

	a �&�*��Z�������OLS!#�
x = 1/6

�
x = 1/8
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lx
ly

����<#*����B�V3 � � 5 ���Z���� E�&h���A���(dC ���$+��������, � 5 � ' 	O�$�,;,��1�<#!#$��& ���A���(dC ���$+��������, � K � ' 	O�Z���������
�������������)LS!#*�$�,FLS!#�

U/t = 5
�2�7��!#&���,�!#����$�<

x = 1/8
3.45���^&���$�<���-!Lg�����! @ �����

����!#��!#�Z����!#$��&���!W�����U"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz
i 〉
�$�,������U��!#&��U,���$����A�C6 〈nhi〉

���c�� E�&���,p9+6������
,��1�"��������a!L�9�&1� 0/� ����� �&�����3

@ �A���)��������!=,��� c9�!#*�$�,���Z6W �!#$�,��A����!#$���>#�$�, @ �5!#9V�0���$W�Z�0�9�&��`�Z���������a�Z����*� ���*������ @ �A��� � �
,�!#"N���$��g!L @ ��,V���;J�Y#���2��!#"��ULS!#� x = 1/6

�$�,I����Y#��$-�2��!#"��ULS!#�
x = 1/8

3)4i6=���� E�&
��!#&�*V����!#$��5�2�

x = 1/8
����_����! @ $K��$�����<�3 �V3 � @ �A���p�����_&�!= E�&Q��!#&�� ,���$����A�C6#>

〈nhi〉 = 1 − 〈ni↑ + ni↓〉,
���V3L(
	

�� E�&���,D9+6F�����X,��1�"��������7!LU�����K9�&1� 0/- ����� �&������$�, �����K&���$�<��� !Lg�����K�����! @ ��9�����$�<
����!#��!#�Z����!#$��&���!������k�"���&��A��*�,��U!Ll&�!= E�&Q"N�<#$�������8E�2����!#$�,���$����A�C6#>

〈Sz
i 〉 = 1

2
|〈ni↑ − ni↓〉|.

���V3 F 	
45�������k�Z����*� ���*������R��!#���������O$�!#$�"N�<#$������� K�� � @ �A���p��$����$� ���,X��!#&�� ,���$����A�C6 @ ���� 0�

����������2��� � � ,�!#"N���$��g���EY=��$�<X��!#&��),���$����A�C6%�&�"�!#�Z� *�$� 0���$�<#��, @ �A���I���������� ��k��!p�����
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lx
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����<#*���� �V3 & � 5 ���Z���� E�&g9�!#$�,=dC ���$+��������, � 5 b ' 	^�$�,B,��1�<#!#$��&g9�!#$�,=dC ���$+��������, � K b ' 	
�Z���������)����������k��ULS!#*�$�,mLS!#�

U/t = 5
�2� ��!#&��),�!#����$�<

x = 1/8
3_45���7"��E�$���$�<N!Li�����

�����! @ �O�$�,X9�&1� 0/N ����� �&����R��R��$ ����<�3 �V3 � 3

*�$�,�!#����,  E����3 ) !���X�����2������� � � ���A�����N!#$ �E� 0� ����,��K!Lg����� K�� �����EY#�;�.��������
�����AL �_!L

π
,�*�����!p�����7��!#&��A��!#$��� W"��� 0���$�����" ,����� �����9���,%��$%�=�� �����!#$ �V3 � 3 � �7 �!#"�������

�����K�Z�0�9���&��A�C6-!L_��*� 0� $�!#$�"N�<#$������� m� ' ,�!#"N���$ @ �&�&�� @ �A��� �����mb ' �Z���������X����������
��$ @ ���� 0� K�� �g����_LS!#��"���,X9+6^��������O!Ll"N�<#$������� _�2��!#"���> ��O!#9V�0���$���,X9+6 � ���A���W�$�,
�= E�&1�����$�! � � O  � cK� 3 ����<�34�V3 & 	(3�\C$������a���������(dC9��$�,�"�!=,���&f>+� ' � b ' 	��Z�����������M �!#����������!#$�,
��! K�� �O ���$+��������,m�2�O"����0�& �S!E'=6=<#��$ 	a���A������>����������� ����AY#��&A6 � � H & > �4� � � �4� F  3

� �N9���<#��$%9+6%����������$�<
t′ = 0

�$�,
V = 0 @

�A���:�^<#!+�&i!La��&�*� ���,��2����$�<p��������PQ�� ����
!Ll��!#������$�<��$�����!����!#�+6p!#$X�����W�Z������������3a45�����O���O"�!���AY�2����,^9+6^�����_L � ��O�����2�O�����_J����Z�
,������� �����!#$F!LU�Z�0�2���� p�Z��������������$-9�!���F 0�����<#�X�$�,F������$ ���� ���!#��� @ ���� � �!#"���&���������,-��$
) ,=d��j� '2� � � �  ��$�,��� E�2����$�<������2�g������(dC�E��Z���;��&���"���$+���g,�!#����$�<p���U��$;��!#"�� @ �E6;����&��VLS*�&
LS!#�U����$�$���$�<N!LM�����)�Z���������W�Z����*� ���*����3_\C$�,�����,?>?�A�g����!=,�*� ���� �N�Z����*� ���*����&������$����A����!#$X��$
�����7�Z6=�Z����" LS��!#" ����� �=4 � ��! �=454 �������� � �4� O  3�b`!���%����������k��$+Y#!#&AY#���p,����Z��!#�Z����!#$



& F ' e � 7M4 6 I �V3 � 6 PX\ ' � � ���=\ ' � � 7 I � 7 6 I�45\ 6 � � � ��\���� 6 K �=4 IR\ 7 6 �

!LU����� ' * �
2

��&1�$��^9+6F��!�0�2����!#$-!LU����� ' * �
6

!= ��0�����,����V3 \C$F����� �=4 � ��������^�����
����&A�O�
'V���O��*�$��U,��1�<#!#$��&�&A6 @ �A������$^�����W �!#�������O��&1�$��> ��*� 0�m�����2�g�&�&?�����k!E'=6=<#��$;�2��!#"��
����),�������&1� ���,m!#*V� !Li�����)��&1�$��3 ' !#$+Y#��������&A6#>h��$K����� �=454 ��������)�������U��!�0�2����!#$X�0�/���
��&1� ��)���!#*�$�,I�$I�
'V���U!#������$+����,I�&�!#$�<������)��&1�$��� ' * − � 9�!#$�,���3_45��������LS!#���>?!E'=6=<#��$
�2��!#"��k!#$.�����N����&A�W�
'V���W����"N���$%��$.�����N��&1�$��> @ ����&��7������!#$����)��$%�����N����������$�,��� �*�&1��
,������� �����!#$:�����,�������&1� ���,:!#*V�)!L5��������&1�$��3K45�����)����!�Y=��,������K"��� ���!#�� �!#���� �!#����<#��$ILS!#�
��$=dC��&1�$��W�$�����!����!#�������

�

����� ' * − ' *I��!#������$�<p�"���&��A��*�,��
t
,�������$�,�� !#$K����� ' * − �

9�!#$�,.�$�,%�A�_���_����!����!#���� )��$;����� �=4 � ��������N�$�,.�$�����!����!#���� )��$;����� �=454 !#$��3 ��!#�
�p���+6=���� E�&l����&A� �$�<#&��)!L`!#��,���� ( ◦ > ����������&1�2���AY#�7�$�����!����!#�+6 εt = |tx − ty|/ty ' 1.5%��� @ �E�/ � �4� Q=> �4� :  3545���W,������� �����!#$ @ �A���K��&1���<#���5��!#������$�<N�"���&��A��*�,��  �!#��$� ���,���� @ �A���
�����_,������� �����!#$p!Ll�7�Z����!#$�<#���5��*��������('V 0���$�<#�W �!#*���&���$�<

J
3

45���c��!#������9�&��i����&1�2����!#$�������� 9���� @ ����$W�������j�$�����!����!#�+6 �$�,k�����i!#$�������!L��Z���������M����������
����59�����$^��$+����$����AY#��&A6��Z��*�,�����, @ �A������$p�$�����!����!#���� e *�9�9����, � tx 6= ty

	`!#�
t
d
J
�
tx 6= ty

>

Jx 6= Jy

	c"�!=,���&��`9+6�"��E�$��a!L Y�����!#*��c���� 0��$���o�*���� � *�$������Z������ �����, e �-�������!+� 0��� �4� Q  >
K P I  � �4� :  >`�$�, � P ' "�������!=, � �4:  3F45���X��$=dC��&1�$��p�$�����!����!#��������"���<#�+�7�&���!I9��
��������������$+����,p������!#�������� E�&�&A6�9+6N!#$=dC���A���O��!����$+���1�&��`��`��$������ � P ' �Z��*�,V6N9+6 IR������� � ;0H  3
� &�&���������c�Z��*�,������j���EY#�c����! @ $)�$k��$����$� ���,k����$�,���$� �6_��!5LS!#��"���$�<5�Z���������M����������� �&��E���&A6
������$-���A�������k9+6%�����N����,�*� �����!#$%���������k��$�����<6 � �4� QV> �4� :  !#�k9+6%������������E����$� ��N!L5\ '
���E�/��7��$:�����^������$F�$�,F 0�����<#�^�Z����*� ���*����pL � ���!#��� �4:=>W;0H  3:\q��������E����)�����2���mJ�$��A���
�$�����!����!#�+6F!Lg�����K$��('=�ZdC$��E������Z����!#������$�<%������"

t′
"���<#�+�7��&1�E6D�%��!#&��^��$D�Z�0�9���&���8���$�<

,��1�<#!#$��&j��$� �!#"�"���$���*����2���W���E�/�� !#9������ZY#��,%��$I�N������$=dC<#&1����g���������!L �j� '2� �
0.02 6

x 6 0.06
	�� ;0Q�� (GH=>C( & � (�;  3k\C$�,�����,?>h�&A����!#*�<#�m����� �=4 � ��������7���U*���*��&�&A6K �!#$�����,�������,

�������!����!#���� > @ ���� 0� ���������; E����KLS!#�N$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#����!#������$�<:�$�, ��$+������� �����!#$?>R�
,��APQ������$+�7&���$�<���-!LO�����p!#�Z����!#����!#")9��� ��
'V���7��"���&������k�����p$�����,FLS!#���$ �$�����!����!#���� 

t′������"���������3 6 '�� ��X,��1�<#!#$��&���8E�2����!#$ �Z��*�,������^��$� �!#����!#���2����$�<.��*� 0� �$�����!����!#�+6DLS!#*�$�,
�����2�i�A�M�Z����!#$�<#&A6)�Z������$�<������$��c��!#&��5 �!#������&1�2����!#$��l��$�!#$��R,������� �����!#$7�$�,���*����������������c������"
�&�!#$�<)�����_!��������>�������*�&A����$�<���$X� � K ���2��������$X!L���!#&����!� ��& H  3

\q�5��*���$��5!#*V�E>���! @ ��Y#����>������2�a�����gY����1�2����!#$N!Lh����� εt
�$�����!����!#�+6N���EY#�_!#$�&A6��)&��A����&��

Y=������9�&��g��PQ�� ��U!#$p�����_&�!= E�&Q��!#&�� ,���$����A�C6#>

nh(lx) = 1 − 〈n(lx,0),↑ + n(lx,0),↓〉,
���V3LO
	

����! @ $ ��$ ����<�3W�V3 �.����%LS*�$� �����!#$D!L �����
x
dC,������� �����!#$  �!=!#��,���$��2���

lx
LS!#�N�.<#�AY#��$

y
d

,������� �����!#$^ �!=!#��,���$��2���
ly = 0

> ��Y#��$;�2�R�����k*�$����E�&����Z���� E�&�&A6�&1���<#� &4&
%
�$�����!����!#�+6p&���Y#��&

 �!#����������!#$�,���$�<m��!
tx/t = 1.1

�$�,
ty/t = 0.9

3I�=��"���&1���&A6#> �����p�$�����!����!#�+6.,�!=���)$�!�
"�!=,��AL 6������_"�!=,�*�&1�2����,p"N�<#$�������8E�2����!#$�,���$����A�C6#>

Sπ(lx) = (−1)lx 1
2
〈n(lx,0),↑ − n(lx,0),↓〉,

���V3 Q 	

@ �A��� �I���A���X,�������$�,���$+��L � ���!#� (−1)lx
 �!#"�����$����2����$�<%"�!=,�*�&1�2����!#$-!Lg�����X�Z�0�<#<#������,

"N�<#$�������8E�2����!#$�,���$����A�C6 @ �A������$X������$�<#&�� � �-,�!#"N���$?3
\C$X �!#$+������Z�E>������_�Z����!#$�<���PQ�� ��O!LjJ�$��A���_�$�����!����!#�+6

εt
���5 �&��E���&A6�,���"�!#$��Z�����2����,X9+6

Y����1�2����!#$;!L`�����N�('V���� ��0�2����!#$IY�&�*����k!L`������9�!#$�,.��!#������$�<^������"��W�&�!#$�<p�����
x
d �$�,
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9�������,��c�����`�Z������������>#�$�,)���j�Z����!#$�<#&A6_������$VLS!#�� ���,)9+6_�����`��!#������$�<g�$�����!����!#�+6#3j45��������LS!#���>
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x = 0.3
�A�i �!#$+Y#���Z���a��$+��!

�����_��&��� �����!#$�&���/�!�M�p���!#*�$�,^�����
Γ = (0, 0)

��!#��$+�E3
����<�3��V3 Q � � 	`����! @ �R�����2�R�����_"�!=,���& ���V3 �4� 	 @ �A��� t′ = 0

����O�7$����Z����,K��o�*�������M�^�2�
���&AL1dqJ�&�&���$�< @ ���� 0�m9��� �!#"����U��&��� �����!#$�&���/�W�$�,m��������$�/�� ���!#*�$�,X����� Γ

��!#��$+�U*���!#$m��!#&��
,�!#����$�<�3 e ! @ ��Y#����>V�,�,��A����!#$k!L������a$���<+�2���AY#� t′ = −0.3

����"�!�Y#���l�����a���&AL1dqJ�&�&���,k$����Z����$�<
�$�,G �!#$�����o�*���$+��&A6 ����� �M� �('V���$�,��X��$ �����

(±k, 0)
�$�,

(0,±k) ,������� �����!#$���> @ ����&�� �!#$+����� �����$�<��&�!#$�<_�����g$�!=,��&
(k,±k) �$�, (±k, k) ,������� �����!#$��c,�*��U��!��k&1���<#�O<#���,�����$+�

dE/dk
�&�!#$�<p�����7&1�2��������37\C$�,�����,?>j����������<#��$���$�����<6I"N��?> ��&�&�*��Z�����2����,;��$ ����<�3.�V3 : � � 	(>

����U��$^�������O E����)��Y�&�&���6=&���/�_ 0������ ������ @ �A���K��"���$���")*�"]�2�O�����
Γ
��!#��$+�E3545��������LS!#���

����� �M�k��*���$��l��$+��! �g��!#&���&���/�c!#$�� @ �A�����('V��������"���$+�0�&�&A6_!#9������ZY#��,N��� �� � cK� 3 ����<�3��V3 Q � � 	  3
\C$K �!#$+������Z�E> �����k$��E������Z�U$�����<#��9�!#�R��!#������$�<

t′ @
�A���^�����k���"��k����<#$K��

t
��$+������ 0���$�<#���
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����<#*����U�V3LO � ������"��i��*��ZL � �����&�!���W!#9V�0���$���,%LS��!#" ����� � I 7 6 �.�('V��������"���$+��� � � � 	qd#�S �	
) '2'2� > �2L ����� IR��L 3 ��&4& ���S, 	qd#� L 	��j� '2� > �2L ����� IR��L 3ZOG�=3

�����_�('V���$�����!#$=d`�$�,X �!#$+����� �����!#$^,������� �����!#$�� @ ���� 0�X������*�&A���R��$p�����_��&��� �����!#$�&���/� �M��3
IR��<+���,���$�<)�����g��&��� �����!#$^,�!#����,^ E���� @ �A��� t = −1

>�����! @ $X��$�����<�3N�V3 Q �S9 	(>V��!#���A���AY#�
t′ = 0.3

�S,����/ ��!#&���, &���$���	��&���!:&��E�,��N��!:�����I������E����$� ��;!LW��� m����<#"���$+���p!L_�����
�M�I�$�,%"N�/���k�A�_ �&�!#����� ��!X�('V��������"���$+�0�&M!#9������ZY�2����!#$���3�\C$I�������_ E����>j��! @ ��Y#����>������

-1.0 0.0 1.0
kx/π

-1.0

0.0

1.0

k y
/π

-1.0 0.0 1.0
kx/π

-1.0

0.0

1.0
(a) (b)

����<#*���� �V3 Q � 45��<#�+�ZdC9���$�,���$�<��M�K��&�!��� �2�g������,�!#����$�< x = 1/4 � � � 	O��!#&��),�!#����$�< @ �A���
t = 1

�$�, � t′ = −0.3
�S9�&1� 0/-��!#&���,F&���$���	(>

t′ = 0.3
�S<#���E6F��!#&���,F&���$���	(>`�$�,

t′ = 0�S,��������,-&���$���	�� �S9 	 ��&��� �����!#$:,�!#����$�< @ �A��� t = −1
�$�, � t′ = 0.3

�S9�&1� 0/I��!#&���,%&���$���	(>
t′ = −0.3

�S<#���E6���!#&���,�&���$���	(>V�$�,
t′ = 0

�S,��������,X&���$���	(3�45��� &�!#$�<2dC,��������,p&���$��U��$p9�!���
���$���&��g �!#����������!#$�,��g��!������)*�$�,�!#����,I E���� @ �A��� t′ = 0

3_45�����('V ��������AY#��&A6;&1���<#�kY�&�*��
!L |t′| = 0.3

��R �!#"��������,p��! �j� '2� @ ��O 0��!#����$K!#$�&A6NLS!#�5"�!#���  �&1����A�C6N!Lj����� J�<#*����3



�V3 & 3 5 ���Z���� E�&QY#������*��U,��1�<#!#$��&Q�Z����������� �0(

����<#*���� �V3 : � 6 ��<#��$���$�����<6�"N����a!L �����g����<#�+�ZdC9���$�,���$�<W"�!=,���& ���V3 �4� 	 @ �A��� t′/t = −0.3
�

� � 	`��!#&�� ,�!#����$�< �
t = 1

	����S9 	a��&��� �����!#$^,�!#����$�< �
t = −1

	(3

"���$���")*�" ��$�����<6 ���� ���$+��������, �2�N�����
M

��!#��$+�E>O�����&�&�*��Z�����2����,D��$ ����<�3W�V3 : �S9 	(3 \C$
���������$�<�> �A� ����!#*�&�,;9���$�!����,;�����2� ������� �M�m,����� �����9����g�����7���"��)���A��*��2����!#$;��g������!#$��
!#9V�0���$���, @ �A��� t = 1

�$�,
t′ = 0.3

> ��$�,��� E�2����,m9+6m������<#���E6m��!#&���,m&���$��W��$�����<�3S�V3 Q � � 	(3
\C$�,�����,?> �����_����<#$X!L

t
���5&������O��"���!#�Z�0�$+�59�����$�<7��$+��������&A6p��o�*��AY�&���$+�5��!7�����

(π, π)
�����AL �

!LQ�����O"�!#"���$+��*�" @ �A����!#*V�c 0���$�<#��$�< �����O �!#����������!#$�,���$�<W����<#��$+Y�&�*�����3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>
��$N!#��,����`��!)��"��A�0�2���a�����g��PQ�� ��5!L ��!#&��g�$�,���&��� �����!#$�,�!#����$�<)�A�`���c��$�!#*�<#����!)�Z��*�,V6������
e �"���&A��!#$��1�$ ���V3 � 	i!#$�&A6�9���&�! @ ���&AL1dqJ�&�&���$�< �$�,������g�&A������$��2����!#$�9���� @ ����$^� @ !)����<#��"����
���5��!#������9�&�� 9+6������_����Z���� �&��(dC��!#&��O�����$��ZLS!#��"X>

c†iσ → (−1)iciσ,
���V3 ��& 	

"N�������$�<������W"�!=,���& ���V3 �4� 	 @ �A��� t′ < 0
��$^�����k!#$�� @ �A��� t′ > 0

3a45��������LS!#���>���$X!#��,����
��!k�EY#!#��,N�$+6)LS*��Z�������i �!#$VLS*�����!#$7 �!#$� �����$���$�<_�����R����<#$��i!L

t
�$�,

t′
��$ 6 o 3 ���V3 �4� 	(> @ �O�����

�������E�2L �����
t
��!W9��U��!#���A���AY#� ��������$p�k$���<+�2���AY#�

t′
�
t′/t < 0

	M �!#����������!#$�,��`��!W��!#&��R,�!#����$�<�>
@ �������E��U����!#���A���AY#� !#$�� � t′/t > 0

	`��$�,��� E�2�����5��&��� �����!#$^,�!#����$�<�3
45���k����"N���/2�9�&�� ,��APQ������$� ����O!L������_��&��� �����!#$��� �Z����*� ���*����W,�*�� ��!7�����k9���!#/��$K��!#&��(d

��&��� �����!#$X�Z6="�"������Z6^9+6
t′
> ������*�&A�O��$X,��APQ������$+�U��������k,��1�<#���"��5!L��j� '2� �$�, ) '2'2� 3

\C$X�����_LS!#��"����5�����k&�!#$�<2dC���$�<#� � �F!#��,����O���O�&����E�,V6^��*���������������,;��$^�����W&���<#�+��&A6N,�!#����,
����<#��"��

x ' 0.03
> @ ����&��O��$������U&1�2�������i�����g�$+���ALS������!#"N�<#$���������" ���c/�$�! @ $p��!W9��U��!#9�*��Z�

�<+���$��Z�O��&��� �����!#$m,�!#����$�<�> ����$� ��)!#$�&A6 c?�"696S*�12��!#H���-* ������$ M�*� ���*��2����!#$��U����W!#9������ZY#��,
�2�
x = 0.15

� Q &� 3I45���p��!#9�*��Z��$�������!LR������ �!#"�"���$���*����2����������$ M�*� ���*��2����!#$��)��$.�����
��&��� �����!#$-,�!#����,:����<#��"��N���W �!#$������Z����$+� @ �A���.����� 6 K �Z��*�,������)!LR�����

t
d
t′
d
J
� ��& ;�> ��& ( 

�$�,
t
d
t′
d
t′′
d
J
� ��& F=> ��& O  "�!=,���&���3[\q�^�����&���!-��*�����!#�Z����,B9+6D�����m �!#$� �&�*�����!#$ �����2�^�

$���<+�2���AY#�
t′
����!#"�!��������$� �!#"�"���$���*����2����!#$F�2���I&�! @ ���7,�!#����$�<I&���Y#��&5�����$D�;��!#���A���AY#�

!#$��>j���E� 0����,.*�����$�<p������� P ' ���� 0��$���o�*��N�����&�����,;��!^�����7�('=����$�,���, e *�9�9����,%"�!=,���&
� ��& Q  3 ����$��&�&A6#>#����� � 7c�N"��E���*�����"���$+���a��$ ) '2'2� ����! @ �����2�a�����U 0����"��� E�&���!����$+���1�&
"�!#$�!��!#$�!#*���&A6^��$� ����E������ @ �A���K��&��� �����!#$m,�!#����$�< � Q4�  > @ �������E��g�A���U�����AL �U���U��*���������������,
��$^�����k*�$�,�����,�!#����,K����<#��!#$X!L��j� '2� � Q4H  3`45�������),��2�0�7���EY#�k9�����$m$��� ���&A6p��������!=,�*� ���,
��$ IR��L 3 ��& F_LS!#�c9�!���N �!#"���!#*�$�,���>=�('V ����V�aLS!#�i�����U&�! @ ,�!#����$�<k����<#��"��O!L��j� '2� @ �������
�Z�����������_������('V���� �����,?3 � &�&j���������7$�*�"������� E�&M�$�,I�('V��������"���$+�0�&l������*�&A���_��$�,��� E�2���W�����2�
,�!#����,K��&��� �����!#$��R"���<#�+�R����&AL1dC!#��<+�$���8�� ��$X�7,��APQ������$+� @ �E6^�����$X��!#&����5�����2�RLS!#��" K�� ��3
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3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
U/t

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

t′/
t

3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
U/t

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2
(a) (b)

DSC

V(H)SC

DBC

V(H)BC

����<#*����W�V3 � H � 7M������`9�!#*�$�,���������hLS!#� � � � 	 ���A���(dC ���$+��������,?>+�$�, �S9 	 9�!#$�,=dC ���$+��������,��Z�����������
��c!#9V�0���$���,���$7�����O�('=����$�,���, e *�9�9����,N"�!=,���& @ �A���������O$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�i��!#������$�< t′

LS!#�
,�!#����$�<

x = 1/8
�S��!#&���,p&���$���	`�$�,

x = 1/6
�S,��������,K&���$���	(3

) ��Y#���Z������&�������>M�Z�0�9���&���,��1�<#!#$��&M�Z����������� @ �A���.!#$���,�!#����,:��&��� �����!#$.�����W���A������$:� K��
���EY#�W9�����$m!#9V�0���$���,X��$X�����k��&1�EY#�(dC9�!#��!#$K�Z��*�,������U!LM��"�!#���_���E�&����Z���� �('=����$�,���,m���������(d
9��$�,X"�!=,���&�� �4� (  >���!7����� ����!#9�&���"]���5�Z����&�&Q!#����$?3

4j*���$���$�<R9�� 0/O��!5�����M �!#"��������A����!#$U9���� @ ����$W�Z����������� ��$_�a,�!#����,_�Z6=�Z����"X> ����<�3��V3 � H � � 	
����! @ �)�����2�)$���<+�2���AY#� t′

�Z�0�9���&���8����_����� K � ' �Z������������> @ �������E�����!#���A���AY#� t′
L �EY#!#���W�����

5 � ' !#$�����> @ �A������$m������������"�������� ���$�<#� @ ������� t′
,�!=���k$�!�k,����AY#���p�Z���������7"���&A����$�<�3

� $��&�!#<#!#*��  ���!#����!�Y#���_LS��!#" Y#���Z���� E�&M�Z�����������k�2�_��"N�&�& |t′| ��!X"�!#���) �!#"���&��(';��$I��������,��1�<#!#$��&?!#$����U�2�
t′/t = −0.1

�$�,
t′/t = −0.2

����R9�����$KLS!#*�$�,X��$X!������� e �F�Z��*�,������
� ��& :  3�45���7�('V��&1�$��2����!#$I���g �!#$+�0���$���,%��$;4��9�&�� �V3L( � $���<+�2���AY#� t′ <#�AY#���k�p��!#���A���AY#��/�� d$������� ��$�����<6p �!#$+������9�*V����!#$?> @ ���� 0�X���a")*� 0�X"�!#���g���E�,���&A6�"���$���"���8���,N9+6������ ,��1�<#!#$��&
 0�����<#�� �!#$VJ�<#*����2����!#$?37\C$�,�����,?>�,��������A������������!#&��A��!#$��� W"��� 0���$�����" 6=����&�,���$�<X�p$�!���� ��(d
�9�&���/���$������� ���$�����<6%&�!#���W,�*�����!X�����������$��ZY#�������p��!#������$�<

t′/t = −0.15
>������N!�Y#�����&�&

/���$������� _��$�����<6^&�!#���R��$^�����_ E����W!L K � ' �Z�����������O�&�!#$�<������k,��1�<#!#$��&
(11)

�$�,m�$+����,�� d
�<#!#$��&

(11̄)
,������� �����!#$��g���g��"N�&�&����O�����$;������ �!#����������!#$�,���$�<p!#$��)LS!#�U����� 5 � ' �Z���������3

� "�!#���U E�����LS*�&?�$��&A6=�����`����! @ �a�����2�a��!#&��U����!#���<+�2����!#$��&�!#$�<k����� K � ' �Z���������U������*�&A���
��$I�p �!#$+������9�*V����!#$;���EY=��$�<p���������"�������<#$%��

t′
3 e ! @ ��Y#����>��A� ���g��$+��������&A6m E�$� ���&���,%9+6

�����_!#$����R �!#"���$�<)LS��!#" ,��1�<#!#$��&?9�!#$�,��R!Lj����� � �-,�!#"N���$��a��!7�����2�
Ex−y

t′ = 0
3

� $��`!#9������ZY#���lLS*��Z�������h�����2����!#���A���AY#�
t′
����,�*� ����������a�$�����!����!#�+6_9���� @ ����$)�����`/���$������� 

��$�����<6^<+���$��5��$p�����
x
d`�$�,

y
dC,������� �����!#$��`LS!#�a����� 5 � ' �Z������������>��$�,X"N�/���R���������5��*�"

"�!#���pL �EY#!#���9�&��> @ ����&��^$���<+�2���AY#� t′
����������X!#����!#���A���^��PQ�� ��E3 ��!#������� K � ' �Z�����������

�����^��!�0�&a/���$������� ^��$�����<6 �&���!;LS!#&�&�! @ �)�����^���"��p������$�,?3D45���X�('V��&1�$��2����!#$F!LO���������
������*�&A���p E�$B9��mLS!#*�$�,B��$ �����;������$VLS!#�� ���"���$+�^!Lk�Z���������;!#��,�����9+6B�-$���<+�2���AY#�

t′
� cK� 3

Y�&�*����_��$%�������$+�����������W��$%4��9�&�� �V3 � 	(> @ ���� 0�.��*����������������W��������!#������$�<X �!#$+������9�*V����!#$���>
�$�, �A������"��E�����$�<-!#*V�p9+6 ��!#���A���AY#�

t′ @
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,���$����A�C6p��$����$� ���"���$+� @ �A������$p����� � �-,�!#"N���$��!� cK� 3M4��9�&�� �V3 � 	(3
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∑
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�����i��o�*���&���9�����*�"G �!#$VJ�<#*����2����!#$?3 ��!#�  �!#$+Y#��$�����$� ��> @ �c������"���������8��l�����i��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��
 �!#*���&���$�< @ �A���%������$�<#&��)o�*��$+���A�C6#> λ = α2t0/K

> @ �A���m������������"��������UY�&�*���� K/t0 =
18 � −2

�$�,
α = 3 � −1

�����*�"���,^LS!#&�&�! @ ��$�<W�����_�E���&������ e �-�Z��*�,�������� �4�4�# >�9�*V� @ �_$�!���
�����2�`�_,��APQ������$+�c 0��!#�� ��O �!#*�&�,��&���!k<#�AY#�5�����R���"��5Y�&�*��R!L

α
3 � �c������Y=��!#*���&A6#> @ �RLS!= �*��

!#$������R,�!#����$�<
x = 1/8

�
x = 1/6

	l�$�,7�����ZLS!#��" �����5 E�&� �*�&1�2����!#$���!#$
16×16

�
12×12

	
 �&�*��Z��������>����������� ����AY#��&A6#> @ �A���%��������!=,��� �9�!#*�$�,���Z6I �!#$�,��A����!#$���3 � *��_ E�&� �*�&1�2����!#$�� ���EY#�
����! @ $7�����2�M��*� 0�� �&�*��Z�������i<#�AY#�`�����5"�!#�Z�M�Z�0�9�&��`J�&�&���,��Z���������a��!#&�*V����!#$���LS!#�������5����&��� �����,
,�!#����$�<p&���Y#��&���3k45���7"�!=,���&����V3 � � 	 @ �� ��!#&AY#��,%����&AL1dC �!#$������Z����$+��&A6K��$;���E�&������ �� @ �A������$
����� e � ���V3 ; 	(3[45��������9+6#> @ �;*�����,G�$B�������!E'V��"N�2���K���,�,�&��(dC��!#��$+�NLS!#��")*�&1�ILS!#�������
��o�*���&���9�����*�"]����&1�2����!#$K9���� @ ����$I������� ���*��&j,���LS!#��"N�2����!#$ uij

!Lc�N<#�AY#��$;9�!#$�,;�$�,m�����
9�!#$�,=dC 0�����<#�_,���$����A�C6 〈c†iσcjσ〉

>

u
(0)
ij ' αt0

K

∑

σ

〈c†iσcjσ + h.c.〉, ���V3 � (
	

9�����$�<��� �!#$�����o�*���$� ��)!Lj�����_&���$��E����A�C6N�����*�"��V����!#$^��$ 6 o 3 ���V3 � ; 	(3
�g*��A���)<#��$������&�&A6#>Q�A�g��� � @ ��,���&A6K����&�,;9���&�����Li��$;���Z����!#$�<p����$����A���AY=�A�C6K!Lc��$���!#"�!#<#�(d

$���!#*���,�!#����$�<O�Z�0�2�����h��!U��"N�&�&# 0���$�<#����!L
λ
>��*�����!#�Z����,)9�!���k9+6_����� e � � � �0(=> � �4F  �$�,

6 K �Z��*�,�������� � �0O  3���*��Z��������>��A�R����O9�����$K����! @ $X�����2�R�����k��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��g��$+������� �����!#$
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L �EY#!#��� K�� ��!#&�*V����!#$���!�Y#���i!�������M��!#������9�&��a����������i&���/�a����!#&1�2����,)��!#&1���!#$���!#�M9�����!#&1���!#$��
� � H � > �4�4�  3 ����$��&�&A6#>l��$ ' ����V����� & @ �X���EY#�X,����� �*�������,D��!#"��p�('V��������"���$+���7��*�<#<#���Z�Zd
��$�<p�����2� ������$��� 0/��& dC ���$+��������,.�Z�����������k�����L �EY#!#����,.�2�k&�! @ ����"��������2��*����> @ �������E��_�����
!E'=6=<#��$=dC ���$+��������,^!#$����`����O�Z�0�9���&���8���,N�2�c����<#�����i����"��������2��*������ : � >N: &� 3l45���O�����$����A����!#$
"���<#�+�W9����E�����&A6%�('V��&1���$���,:9+6. �!#$�����,�������$�<m"�!=,���&�� @ �A���-�X����"��������2��*����(dC,�������$�,���$+�
��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��O �!#*���&���$�<�3�\C$�,�����,?> �$p��$� ����E�����$�<)��&1��Z���� U �!#$��Z�0�$+�

α
> @ ���� 0�^"�!=,��AJ����

�����c$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#� ) � d � ��!#������$�<�>2<#���,�*��&�&A6U 0���$�<#����!E'=6=<#��$=dC ���$+��������,��Z�����������h��$+��!
�����N$��� 0/��& dC ���$+��������,:!#$�����>M��k��$%����� e �G�Z��*�,������W!L`������LS!#*�� dC9��$�,/7j��������&�� d e *�9�9����,
"�!=,���&f3��=*� 0�7� e �"���&A��!#$��1�$  �!#$+�0���$���>9�������,����j����� |x2−y2〉 !#��9��A�0�&�� *���*��&�&A6_��$� �&�*�,���,��$N�����g �*������2���g!E'V��,��g"�!=,���&���>������ |3z2 − r2〉 !#��9��A�0�&���>+�����2�R����U$��� ���������Z6���!7� � �!#*�$+�LS!#�c�����U����<#�N������$��Z�0�2�����

S = 1
	i��$������U*�$�,�!#����,p$��� 0/��&Q!E'V��,���� � � H &  3 ' ���Z�0���$�&A6#> @ �A���

�^�Z����!#$�<#���_��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��) �!#*���&���$�<�>?�����7�Z6=�Z����" <+���$�� "�!#���7/���$������� ���$�����<6I! @ ��$�<
��!_&1���<#���l&1�2������ ��`,����Z��!#�Z����!#$���3 e ! @ ��Y#����>���M�A� @ ��i,����� �*�������,N��$������5������ ���,���$�<)�=�� �����!#$?>
�����N&1���<#���Z�W/���$������� 7��$�����<6. �!#$+������9�*V����!#$��k����N����&��E�����,:!#$.9�!#$�,��)���!#*�$�,%����� K�� ��3
' !#$�����o�*���$+��&A6#>a��$-�����^�Z����!#$�<%��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��N �!#*���&���$�<I����<#��"����S��&1��Z���� � �!#$��Z�0�$+�

α����!#*�&�,^9�� �Z���APQ���5�2�R&�! @ ���a����"��������2��*������ 	(>V����� ,��1�<#!#$��&�"����0�& dC ���$+��������,^�Z����������� @ �A���
LS!#*��U!E'=6=<#��$�� $�����<#��9�!#����$�<N�E� 0�I"����0�&j���A���)����)����!#"�!����,K!�Y#���g�����)!E'=6=<#��$=dC ���$+��������,
!#$���� @ �A���^� @ !N"����0�& dC!E'=6=<#��$^9�!#$�,��U�2�R����� K�� � � cK� 3�����<�3 & 3 � H 	(3i45��������LS!#���>Q�7 �!#"�d
��&�������,����� �*�������!#$-!LR�������Z������������������p�Z�0�9���&��A�C6I��$- �!#������&1�2����,:!E'V��,���������W��!;��$� �&�*�,��
 �!#*���&���$�<)��!������_&1�2������ ��3

� �R��*���$�$�! @ ��!_�����R"�!#�Z�i��"���!#�Z�0�$+�i������� ��`!L��������`�=�� �����!#$?3 ����<#��33�V3 ��& �$�,U�V3 � �
��&�&�*��Z�����2���k�����7��PQ�� ��k!Lc������J�$��A������&��� �����!#$=dC&1�2������ ��) �!#*���&���$�<

λ = 0.5
!#$I������� ' �$�,

b ' �Z������������>V���������� ����AY#��&A6#3cb`!���NJ�<#*������a<#�AY#�g�) �&��E��c,���"�!#$��Z�����2����!#$N�����2�E>=��$� �!#$+������Z�
��!)�����g��!#������$�<��$�����!����!#�+6

εt
,����� �*�������,X�9�!�Y#�>�J�$��A���

λ
"N���/��,�&A6N"�!=,��AJ����`9�!���N�����

&�!= E�&=��!#&��a,���$����A�C6����V3LO
	��$�,7"�!=,�*�&1�2����,)"N�<#$�������8E�2����!#$����V3 Q 	�� cK� 3l�&���! 4��9�&��2�V3 � @ �A���
�V3LO �f� ' �Z����������� 	i�$�,�4��9�&�� �V3 ; @ �A��� �V3 Q � b ' �Z����������� 	  3Mba����� E�&�&A6#>+�����U��$NM�*���$� ��U!L

λ��������")9�&����O�����k��PQ�� ��g!Ll��!#���A���AY#�
t′
> ��"��E�����$�<�!#*V�R�����W�Z���������_!#��,����O9+6X� ���� �����$�<N��!#&����

LS��!#" ����� K�� ��>V9�����$�<W��! @ ��Y#���5")*� 0���Z����!#$�<#����3M\C$NL � ��E>=��!#&��O,���&�!= E�&���8E�2����!#$7$�!�`!#$�&A6
��*����������������������c"N�<#$�������8E�2����!#$ @ �A������$ ����� � �^,�!#"N���$���>�9�*V�l�&���!R$�!���� ��E�9�&A6 o�*���$� 0�����
"N�<#$������� k"�!#"���$+���g!LM������b ' ,�!#"N���$ @ �&�&���3g45��������������$�,��g E�$I9��)*�$�,������Z��!=!=,;9+6
 �!#$�����,�������$�<���$�����<6p��$� �����"���$+��� � ����� /���$������� Et

>�!#$=dC���A���
EU

>��$�,^��&1��Z���� U��$�����<6
EK

>
��R�('V��&1���$���,^9���&�! @ 3

\C$:<#��$������&f>l�X�Z6=�Z����" ,����� �����9���,:9+6%����� e �"���&A��!#$��1�$ ���V3 � � 	 "���<#�+�k9���*�$��Z�0�9�&��
��! @ ���,��c&1�2������ ��a,���LS!#��"N�2����!#$��l!#$�&A6)�AL������R �!�Y�&���$� �6���$� ����E����R���i&1���<#�a��$�!#*�<#�7��!k �!#"�d
����$����2���W9�!���X�����

EU

�$�,
EK

��$�����<6X �!#�Z�E3 � �A����!#*V�R�����k��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��  �!#*���&���$�<�>
�_ �!#"�����!#"������a��!#&�*V����!#$7���i"N���$�&A6W���E� 0����,N9+67,���Y#��&�!#����$�<W�_�Z����!#$�<k"N�<#$������� 5!#��,����i��$
����� � �;,�!#"N���$���> @ �������O� ��!#������9�&��a/���$������� 5��$�����<6�<+���$)���M��������&���Y�$+�E>+�$�,79+6)LS!#��"���$�<
$�!#$�"N�<#$������� a!#� @ �E�/�&A6�"N�<#$������� K�� � @ �A����&1���<#�a��!#&��a,���$����A�C6#3 � � @ �R���EY#�O�&����E�,V6
����! @ $?> �����$��ZY#�������) 0�����<#� M�*� ���*��2����!#$��O���!#*�$�,X����� K�� �R6=����&�,^�����k"N���$^/���$������� _��$=d
����<6� �!#$+������9�*V����!#$?3 e ! @ ��Y#����>=��$����$� ���,N �!�Y�&���$� �6��$�,7"�� 'V��$�<g!L������R&�! @ ��� ∼ εd

�$�,
����<#����� ∼ εd + U

��$�����<6X�Z�0�2�����U9���� @ ����$I� K�� �$�,X�����W��*�����!#*�$�,���$�<N���A�����O<#��$������2���
��!#"�� $�!�O$���<#&���<#��9�&��U�"�!#*�$+�R!L�,�!#*�9�&�� != � �*����$� �6#>

D(lx) = 〈n(lx,0),↑n(lx,0),↓〉.
���V3 � F 	
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Sπ(lx)
�S���� �!#$�,k��! @ 	Q,���$����A�C6 �

LS��� �����!#$��&h 0���$�<#�)!LM�����)&���$�<���KLS!#�O�����)9�!#$�,��U��!N�����)����<#�+�g$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#�g�&�!#$�<
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�S ����� �&���� 	k�$�,-,�!#*�9�&��N!= � �*����$� �6
D(lx)

�S��o�*������� 	 � ��������,.��! @ 	(>
�� @ ��&�&U��������m/���$������� X��$�����<6 Ex

t (lx)
����!����� �����, !#$D�����K9�!#$�,��N��$ �����

x
dC,������� �����!#$

�S9�!����!#"�	�!L ����� 5 � ' �S&���L � 	7�$�, K � ' �S����<#�+� 	7�Z���������K�����������>U���!#9V�0���$���,D��$D�����
7j��������&�� d e *�9�9����,N"�!=,���& ���V3 � � 	 @ �A��� U/t = 5

>
λ = 0.5

�$�,
x = 1/8

� J�&�&���,��Z6=")9�!#&�� 	(3
��!#�5 �!#"����������!#$������_������*�&A�R!#9V�0���$���, @ �A��� λ = 0

���� ����! @ $K9+6^!#����$^�Z6=")9�!#&���3
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\C$�,�����,?>���$I�����
λ = 0

 E����>�,�!#*�9�&��7!= � �*����$� �6
D(lx)

���E� 0�����W�A��� "N�
'V��")*�" �2�_�����
K�� ��>?��U��&�&�*��Z�����2����,X��$ ����<#��3Z�V3 ��& �$�, �V3 � �V3R45���W!#$�&A6^�('V ����V����!#$m���R����� K � ' �Z���������
�������� �S����<#�+�O���$���&��O!L ����<�3��V3 ��& 	 @ �A���^�����W&1���<#���Z� D(lx)

��$^����� � �F,�!#"N���$���3 � �g�
 �!#$�����o�*���$� ��>������k&1�2�������5���a�����k"�!#�Z�R&�!= E�&���8���,p!#$�� @ �A���^�����k��"N�&�&����Z�5/���$������� _��$�����<6
<+���$ � cK� 3M4��9�&�� �V3 � 	(3

45���^���A��*��2����!#$: 0���$�<#����*���!#$-��*���$���$�<;!#$:�����^��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��N �!#*���&���$�<�3 � ����$
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4��9�&�� �V3LO � � != E�&=��!#&�� 〈nhi〉
�$�,)"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz

i 〉
,���$����A�C6k!L������5� ' �Z���������c�����������>

�&�&l&1�9���&���,%9+6I,��� ����E�����$�<K��!#&��7,���$����A�C6I��$I�����
x
dC,������� �����!#$?>h��$I�����U7j��������&�� d e *�9�9����,

"�!=,���&?!#$X�
16 × 16

 �&�*��Z����� @ �A��� U/t = 5
>
λ = 0.5

�$�,
x = 1/8

3

�����p��&��� �����!#$��) �!#*���&�����!K�����p&1�2������ �� �
λ 6= 0

	(>l�����p9�!#$�,��) �!#$+����� ��E>c�$�,-�����p���,�,�&��
��!#��$+�gY�&�*����g!Lc������,����Z��!#�Z����!#$�� ���V3 � (
	 � u(0)

ij = 〈uij〉
�&�!#$�<�� � H 	U�$�, ��H � 	O,������� �����!#$?>

���������� ����AY#��&A6#>a����pJ�$��A���3 e ! @ ��Y#����>R�I$�!#$�*�$��ALS!#��"  0�����<#�X,����Z������9�*V����!#$-������*�&A���7��$ �
,��APQ������$+�K9�!#$�,�&���$�<���B��$B�����% �&�*��Z������3 45�����X���^��&�&�*��Z�����2����, ��$ ����<#��32�V3 ��& �$�,<�V3 � �
����! @ ��$�< �-LS��� �����!#$��&  0���$�<#�%!L)�����%&���$�<���BLS!#�p�����%9�!#$�,��X��!F�����%����<#�+�X$��E������Z�Zd
$�����<#��9�!#�a�&�!#$�<W�����

x
dC,������� �����!#$

u
(0)
x
� ��������,���! @ 	(3 � &A����!#*�<#�N�����UY�&�*����a!L u(0)

ij

��$N�����
� �X,�!#"N���$��j����a�&���!O��*�9��Z�0�$+���1�&f>2�����`&1���<#���Z��&1�2������ ��i,���LS!#��"N�2����!#$�� ∼ 〈c†iσcjσ〉

������E��
���A�������M!#$7�����R9�!#$�,��i �!#$�$��� �����$�<W�2��!#"��M!L������ K�� � @ �A�������������M$��E������Z�c$�����<#��9�!#��� � cK� 3����<�3S�V3 ��& 	(>Q!#�g!#$m������9�!#$�,�� @ ���� 0� ��!#��$K� @ !X�2��!#"��U!Li������9�!#$�,=dC ���$+��������, K�� � � cK� 3
����<�3$�V3 � � 	(3 �  � �!#��,���$�<#&A6#>Q���Z������$�<������$���$�<�$��E������Z� $�����<#��9�!#�O��!#������$�< ���V3 � ; 	5��$��9�&����
��&1���<#���5/���$������� ��$�����<6p<+���$p!#$^���������k9�!#$�,���� cK� 3M9�!����!#" !L ����<#��3 �V3 ��& �$�, �V3 � � 	(3

\C$pL � ��E>V����� ��PQ�� ��R!Lj��$� ����E�����$�<� �!�Y�&���$� �6����5� � �!#"����$�����,p9+6�����Z���1�&Qo�*���$� 0����$�<
!Ll"N�<#$������� "�!#"���$+����3`\C$K!#��,����R��!N��������� ��1�2��� �������5����$�,���$� �6#>Q&����O*��O �!#$�����,����U�7���A���
��$������ � �%,�!#"N���$ @ �A���N&1���<#���c,���$����A�C6�!L ↑ dC������$���&��� �����!#$���3 � $� ��O�����U"N�<#$�������8E�2����!#$���a����,�*� ���,?> �A�a��*��������O*��p�����  �!#����������!#$�,���$�< ↑ dC������$p��$�����<6�&���Y#��&f>VLS!#��"���$�<k������� ! @ ���e *�9�9����,pba�$�, ��� e b 	(>V�$�,N&�! @ �����c�����2�cLS!#�M����� ↓ dC������$N&���Y#��&f>� �!#$��Z���A��*V����$�<k!#����<#��$��&�&A6����� � ������� e *�9�9����, ba�$�, � � e b 	(3 � �K� ������*�&A�E>g�����%&�!= E�&�&A6D���������, ↑ dC������$G�Z�0�2���
9��� �!#"�����"�!#���i"�� 'V��, @ �A���k�����`��*�����!#*�$�,���$�< ↓ dC������$W�Z�0�2������>#��$� ����E�����$�<O����")*�&A�0�$���!#*���&A69�!#$�,=dC 0�����<#�`,���$����A�C6#3 � �������`���"��c����"��>
��&��� �����!#$���> ��*�"�����$�<RLS!#�Z���)�$�,)9�� 0/k9���� @ ����$
�����7 ���$+�����&M���A���7!= � �*�������,I9+6;����� ↑ dC������$I�$�,%�A��� $��E������Z�k$�����<#��9�!#��� J�&�&���,;9+6m����� ↓ d������$?>���$����$� ��� �!#$�����,������9�&A6I,�!#*�9�&���!= � �*����$� �6

D(lx)
>l��W����! @ $-��$ ����<#��3��V3 ��& �$�,

�V3 � �V3I�=*� 0� @ �E�/�����Z����������!#��,����W������*�&A���)��$-�m"�!#����*�$��ALS!#��" ,����Z������9�*V����!#$.!L
D(lx)
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� � 	 〈nhi〉
HV3 & (4(�HV3 � (GF*HV3 H4F4�*HV3 H & F

〈Sz
i 〉

HV3 H0O�;*HV3 & H4:*HV3 & : � HV3 � � :
� � 	 〈nhi〉

HV3 & ;0Q-HV3 � �4H*HV3 H0OG�*HV3 HG;0:
〈Sz

i 〉
HV3 � H4�-HV3 & ;0�*HV3 & :G;JHV3 � ��&

4��9�&�� �V3 Q � 45���k���"��_��R��$^4��9�&�� �V3LO)9�*V�RLS!#�a�����kb ' �Z��������� �����������3
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Ex
t /t Ey

t /t EU/t EK/t E ����� /t
� � 	 − HV3 :4F0OG: − HV3 :4F0OG:*HV3 FG;=OGQ-HV3 & (�;0Q − � 3 H4�4� &
� ,�	 − HV3 :4F0OGH − HV3 :4F0OGH*HV3 FG;=(GH-HV3 & (�;4; − � 3 H4�G;0F

� ��� ,��
	 − � 3 HG;0:4F − HV3 : & ;0Q*HV3 F0O � :-HV3 & F4�4Q − � 3 H4�4Q0O

4��9�&��B�V3 : � �=�A���(dC$�!#��"N�&���8���,^<#��!#*�$�,=dC�Z�0�2���k��$�����<6 Etot

> /���$������� k��$�����<6
(Ex

t , E
y
t )
�$�,

��!����$+���1�&���$�����<6
(EU , EK)

 �!#"���!#$���$+����>V��c!#9V�0���$���,���$7����� 7j��������&�� d e *�9�9����,�"�!=,���&
@ �A��� U/t = 5

>
λ = 0.5

�$�,
x = 1/8

3

) ��Y#���Z������&�������> �����)��$� ����E�����!LM�����)��&1��Z���� W��$�����<6;�$�,; �!#$� �!#"��A�0�$+�g��$����$� ���"���$+�_!L
�����k!#$=dC���A���_��$�����<6#>Q9�!���X! @ ��$�<���!7J�$��A���k9�!#$�,X �!#$+����� �����!#$�� ���V3 � (
	(> ���R �!#"�����$����2����,
9+6������_/���$������� ��$�����<6^<+���$ � cK� 3M4��9�&���� �V3 � �$�, �V3 : 	(3

� �; �&�!#���K�������N���� �����!#$ @ �A��� ��������;,��1�<#���"�������! @ $G��$"����<�3 �V3 � ;�3[45����6 @ �����
!#9V�0���$���,m9+6XY��Z6=��$�<

U
�$�,K�����) �!=���� �����$+�

α
> @ ����&��W"N���$+�0���$���$�<� �!#$��Z�0�$+� K/t0 =

18 � −2
3�45���R��$� ����E�����,7�Z�0�9���&��A�C6k!L Y#���Z���� E�&��Z�����������lLS!#&�&�! @ �jLS��!#" �����5����&1�2���AY#�a�Z����!#$�<#���

��$����$� ���"���$+�c!L������5&�!= E�&V��!#������$�< ��&���"���$+�������V3 � ; 	�� �$�,7 �!#$�����o�*���$+��&A67&1���<#����<+���$�!L
�����k/���$������� _��$�����<6 	(> �������� ��1�&�&A6p!#$^�����k9�!#$�,��O��$p�����k,������� �����!#$X����������$�,��� �*�&1��a��!7�����
K�� �U�A������&AL 3 e ! @ ��Y#����>?�&A����!#*�<#�^�����W���<#*�"���$+��� @ �����W<#�AY#��$X�����2�g�=� dC,�!#����, �h�

2
) � �

4���c�Z����!#$�<#���c&�!= E�&���8���,)�����$N�A���c �*������2���O �!#*�$+����������Z� �h�
2−x

�=�
x
' * �

4

>=������"N�����&A6k,�*��O��!
������&1���<#�)��PQ�� ��k!Lc��������&��� �����!#$=dC����!#$�!#$I �!#*���&���$�< � � �4Q  > $���*V����!#$I�� E�2����������$�<^�Z��*�,������
����Y#�E�&���,I������E����$� ��)!Li,��1�<#!#$��& �Z����������� @ �A������$X����� ) � �

2

��&1�$���� � � ;  3g\C$KL � ��E>������
e �  E�&� �*�&1�2����!#$��k!L �?�#�$���$F�$�, � �A����&�� @ !=!=,?>l9������,F!#$:������LS!#*�� dC9��$�,:"�!=,���& @ �A���
��J�$��A���_��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��g �!#*���&���$�<�>����EY#�k6=����&�,���,K�7$������! @  0�����<#�k�Z���������_ ���$+��������,m!#$
�:,��1�<#!#$��&O��! @ !L ) �g�2��!#"�� � � H �# 3 e ��$� ��>g!#*���������*�&A�p����"N���$�����$  �!#$+�����,��� �����!#$
9�!��� @ �A���m�����)�('V��������"���$+�0�&j,��2�0�p�$�, @ �A���m������!#�Z6#>?��!�!#$��)"N�E6K �!#$� �&�*�,��W�����2�U�����
����$�<#&��(dC9��$�, e *�9�9����,N"�!=,���& ,����� �����9����`o�*��A��� @ ��&�& ' * �

2

��&1�$����c9�*V�`���c��$���* �� �����$+�c��!
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����<#*���� �V3 � ; � 7M������^,��1�<#���"��kLS!#�����A���(dC ���$+��������,�� � 	)�$�,F9�!#$�,=dC ���$+��������,��S9 	W�Z���������
�Z����*� ���*������`��M E�&� �*�&1�2����,)LS��!#" ����� 7j��������&�� d e *�9�9����,7"�!=,���&=LS!#�M,�!#����$�<

x = 1/8
�S��!#&���,

&���$���	`�$�,
x = 1/6

�S,��������,K&���$���	(3



�V3 �V3 ���0�9���&��A�C6N!L����&AL1dqJ�&�&���,��Z����������� ;=(

"�!=,���&j�N���+6=���� E�&����A��*��2����!#$ @ �A������$ ) � �
2

!#$�����3 � �W�����&�&j������*���$K��!N�������U����!#9�&���"T��$
' ����V����� (W,����� �*�������$�<7�Z�0�9���&��A�C6�!Lj�Z���������g����������5!#9V�0���$���,p��$^�)"�!#��� �������!#�����1�2���OLS!#�
�����_$��� 0/��&1�2�����5� @ !2dC9��$�,X"�!=,���&f3

� � � � � )���.  . ��� 9�� � )  �����   �	� = � *K. � ��=
�=!�L �� @ �W���EY#�W!#$�&A6p9�����$m �!#$� �����$���, @ �A���^�����kJ�&�&���,^�Z������������3 e ! @ ��Y#����>Q$���*V����!#$K�('�d
��������"���$+���`!#$N����� ) ,=dC �!=,�!#����, �j� '2�  �*������2�����a����Y#�E�&������2�`�����U!#9������ZY#��,^�Z�����������5����
J�&�&���,I9+6;!#$�����!#&�������� � @ ! K�� ��>� �!#����������!#$�,���$�<p��!^�����7��!2dC E�&�&���,;���&AL1dqJ�&�&���,;�Z�����������
� � �  3 � $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>?�����7&1�2������� �����!#$�&A6m&�!= E�&�&A6X�Z�0�9�&�� @ �A������$m����� e �B�������!E'V��"N�
d
����!#$?3 6 Y#��$.����!#*�<#�I��!#"����,�,��A����!#$��& e �"���&A��!#$��1�$X������"�� &���/�������7$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#�
' !#*�&�!#")9 ������*�&�����!#$

V
"N�E6-��&���<#�+��&A6-��$����$� ��X���������7�Z�0�9���&��A�C6#>iJ�&�&���,F�Z����������������"N���$

�& @ �E6=��9����������p��!#&�*V����!#$�� � �4�4�  3 ) !#$���������&�������> @ � @ ��&�&O����! @ �����2��*�$�,����p��!#"��m ���� d
 �*�"��Z�0�$� �����> ���&AL1dqJ�&�&���,�Y#���Z���� E�& ���A���(dC ���$+��������, � e 5 � ' 	a�Z�����������R9��� �!#"�� ��$�����<#������ E�&�&A6
L �EY#!#����,X!�Y#���R����� J�&�&���,p!#$����O��Y#��$K��$p����� e � 3

45���WJ����Z�g��"���!#�Z�0�$+�R����!�Y=����!���$+Y#!#&AY#���g��"�!=,�*�&1�2����!#$p��$m�� 0�����<#�W!#�O&�!#$�<#�A��*�,���$��&
������$. 0���$�$���&f>j�f3 �3A>h��������������!=,%!#$I�����N�Z���������7����!#*�&�,%9��� �!#"��7LS!#*�� ����"���� ������&1�2������ ��
 �!#$��Z�0�$+� � �4�4�# 3 �=*� 0� �I�Z��������� @ �A���D�;o�*��,���*���&���$�<I!LU�����^��������!=,F,�*��^��!I�����^!#$=d
@ �&�&M� K�� ���g����! @ $I��$m������*�������� ���$���&l!L�����<�3S�V3 � FV3k\C$;!#��,����g��!p*�$�,������Z�0�$�,I�������
 �!#$�,��A����!#$?>=&����`*��5,����� �*����a9������ M�6N��! @ �Z�����������a"�!=,��AL 6������g9��$�,p�Z����*� ���*���� !Lj�W����"���&��
�$+���ALS������!#"N�<#$����E3l\C$^<#��$������&f>��E� 0�^J�&�&���, K�� ��$�,�*� ����5LS!#��"N�2����!#$�!Lh� @ !�*�$�!= � �*�������,
9��$�,���>`�f3 �3A>i!#$���LS!#�)����� ↑ dC������$F�$�,D�$�!��������!#$��pLS!#�W����� ↓ dC������$?>i&A6=��$�< @ �A������$:�����
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����<#*���� �V3 � ( � ba�$�,-�Z����*� ���*����^����XLS*�$� �����!#$:!LR������&�&���&i"�!#"���$+��*�" ky

>M E�&� �*�&1�2����,
LS��!#" �X*�$��A�k ���&�&i!L @ ��,V��� Nx = 16

��$I����� e *�9�9����,."�!=,���& @ �A��� U/t = 5
> @ �A���.�

,�!#*�9�&���, � � 	�!#�Mo�*��,���*���&���, �S9 	lb`����&�&�!#*���$W8�!#$��3Mb`&1� 0/ �S<#���E6 	l&���$��a �!#����������!#$�,��M��! �����
9�*�&�/ �S"���,=dC<+�� 	O9��$�,���>j���������� ����AY#��&A6#> @ �������E��k�����7,��������,.&���$�����$�,��� E�2����� ����� ������"��
&���Y#��&f3�� � 	 5 � ' �Z��������� � �S9 	 e 5 � ' �Z���������3
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lx
ly

����<#*���� �V3 � F � e �&AL1dqJ�&�&���, Y#���Z���� E�&_���A���(dC ���$+��������, � e 5 � ' 	X�$�, J�&�&���,G,��1�<#!#$��& ���A���(d
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U/t = 5
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t′/t = −0.3
�2�O��!#&��g,�!#����$�<

x = 1/8
3c45���k&���$�<���X!LM�����! @ �O���R����!#��!#�Z����!#$��&Q��!7�����_"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz

i 〉
�$�,^�����

��!#&�� ,���$����A�C6 〈nhi〉
���5�� E�&���,X9+6������_,��1�"��������5!L�9�&1� 0/N ����� �&�����3

PX!���Zd e *�9�9����, <+��?> ��X��&�&�*��Z�����2����, ��$ ����<�32�V3 � ( � � 	(3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>_���������^������ ��1�&
�Z�0�9���&��A�C6-�����Z����!#$ �.<+�� �����2��!#����$��N��$ �����K�Z6="�"������Z6 9���!#/��$ �Z�0�2���K9���� @ ����$ �����
����<#�����Z��!= � �*�������,F�Z�0�2���^!LU����� � e bH�$�,F�����^9�!����!#" !LU�����^"���,=dC<+��:9��$�,?3 � $��
"N�E6:���/ @ ���2�7���������$���$�! @ �ALO!#$���,��� ����E������7�����p,�!#����$�<m&���Y#��&5��!I��)��!;<#�������&AL1d
J�&�&���,D�Z����������� @ �A����!#*V���.��������!=, o�*��,���*���&���$�<�� ' ���Z�0���$�&A6#>a�����K� @ !LS!#&�, ,���<#��$������2���
"���,=dC<+��-�Z�0�2�����79��� �!#"�� �a!0��5�-*�������)*�$ >c������������X����!#$�&A6:���&ALg�;��!#&��^�����7!#$�� K�� 3
e ��$� ��>��$+6N�Z������$�<#��$+�a���E���!#$�LS!#�`��*� 0�^�W�Z6="�"������Z6N9����E�/���$�< @ �A��������� ������"���&���Y#��&���$
�����O"���,�,�&��5!LQ�����U&�! @ ���c"���,=dC<+���9��$�,N���c�9�����$+�E3i45��������LS!#���>=!#$��U$�����,��c��!k&�! @ ���i�����
�Z6="�"������Z6m9+6;����������!=,;o�*��,���*���&���$�<�3_45����� "���<#�+�g9��7� � �!#"���&���������,;9+6m��$+����!=,�*� ���$�<
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�V3 �V3 ���0�9���&��A�C6N!L����&AL1dqJ�&�&���,��Z����������� ;=O

t′/t Ex
t /t Ey

t /t Ex−y
t′ /t Ex+y

t′ /t EU/t E ����� /t
��� ,�	 HV3 H − HV3L(GQG;0F − HV3 F0(GQ0( HV3 H4H4H4H HV3 H4H4H4H-HV3 ;0F & O − HV3LOGQ4HG;
� ,�	 HV3 H − HV3 F0O4(G� − HV3 F � ;=O HV3 H4H4H4H HV3 H4H4H4H-HV3 ;0:4H4H − HV3 Q4H4H4H
� ,�	 HV3 H − HV3 F4�4F4Q − HV3 F4�4F4Q HV3 H4H4H4H HV3 H4H4H4H-HV3 ;0F4:4F − HV3 Q4HG;0H
� ,�	 − HV3 � − HV3 F � ( & − HV3 F � ( & HV3 H4H4H4H HV3 H & (4O�HV3 ;0�0OG: − HV3LOGF4F4Q

��� ,�	 − HV3 � − HV3L(4OGQ4F − HV3 F � :4Q − HV3 H4H4Q4H − HV3 H4H4Q4H*HV3 ;0� &4& − HV3LOGF0OGQ

4��9�&��"�V3 � H � 6 $�����<#����� �����g���A��� � <#��!#*�$�,=dC�Z�0�2���)��$�����<6 Etot

>?/���$������� )��$�����<6m �!#$+������9�*=d
����!#$��lLS!#�M�����R9�!#$�,��c�&�!#$�< � � H 	
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t

> ��H � 	
Ey
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> � �4� 	
Ex−y

t′
�$�, �
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Ex+y

t′
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@ ��&�& ��5����� ��!����$+���1�&?��$�����<6 EU

!Lj����� e 5 � ' > 5 � ' �$�, K � ' �Z���������g����������O��$������

t
d
t′
d
U
"�!=,���& @ �A��� U/t = 5

�$�,
x = 1/8

3 5 � ' �Z��������� ���5$�!�O�Z�0�9�&��_�2�
t′/t = −0.3
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>a����� e 5 � '
�Z���������O��������g��������������$+���5!#$�&A6N�k&�!= E�& "���$���")*�" !L ��$�����<6#>�9�����$�<W&������`�Z�0�9�&��R�����$N�����
J�&�&���, 5 � K 	�� ' !#$�� � cK� 3�4��9�&�� �V3 � H 	(3745��*���>l<#*���,���,%9+6;�����7!#9������ZY�2����!#$I�����2�_J�$��A���
$���<+�2���AY#�

t′
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��$+Y#���Z����<+�2��� @ �����������M�������l"��� 0���$�����" ��* �� ����M��! �Z�0�9���&���8��c�����aLS!#��"������Z����*� ���*����R��$W�����
t
d
t′
d
U
"�!=,���&f3

\C$�!#��,����M��!_���Z�0�9�&������������R��!#&��5!L
t′
>�&����i*��MJ����Z�c,����� �*���� ����<�34�V3 � Og����! @ ��$�<k��! @ �����

 0�����<#���$�,m������$K �!#$VJ�<#*����2����!#$m���!#*�$�,K����� e 5 � ' �Z���������W���U�&A��������,m��$X�����W����������$� ��
!Lk��$� ����E�����$�< |t′| 3 \C$ ����<�3 �V3 � O � � 	(> @ ���� 0�B,������� ���������� t′ = 0

 E����> @ �I&1�9���&g�&�&
��$���o�*��AY�&���$+�g9�!#$�,;/���$������� )��$�����<#�����_�&�!#$�<������
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�S��$��������$+����������� 	i,������� �����!#$���3l45���O �!#����������!#$�,���$�<kY�&�*����`����
&����Z����,m��$K4��9�&�� �V3 ��& 3g45���)"�!#�Z�g�Z������/���$�<NLS�E�2��*����W!LM����� e 5 � ' �Z���������W������������O�����2�
����� "N���$�/���$������� g��$�����<6�<+���$����a����&��E�����,^$�!�R9+6N�����$��ZY#�������k 0�����<#� M�*� ���*��2����!#$��a9�*V�
9+6K!#$=d @ �&�& ��!#������$�<N����!= ���������� !#$K�����W9�!#$�,�� Cy

�
Fy

	R �!#$�$��� �����$�<NLS������!#"N�<#$������� E�&�&A6
� �$+���ALS������!#"N�<#$������� E�&�&A6 	O �!#*���&���,.���A������>l���������� ����AY#��&A6#3 � $�!�������W��$+���������Z����$�<K����!#�����Z�C6

t′/t l
� & � ; (

HV3 H4H 〈nhl〉
HV3 HG;0H*HV3 �4� F HV3 & F0( HV3 H4Q4H*HV3 HG;0H

〈Sz
l 〉 − HV3 �4F4:*HV3 � & ( − HV3 � :4: − HV3 �G;0Q*HV3 �4F4:

− HV3 � ( 〈nhl〉
HV3 HG;0H*HV3 � H � HV3 & F4Q HV3 H4: & HV3 HG;0H

〈Sz
l 〉 − HV3 �0O & HV3 �G;0H − HV3 � :4: − HV3 �G;0F*HV3 �0O &

− HV3 �4H 〈nhl〉
HV3 H4�4:*HV3 H4Q4F HV3 & F4: HV3 � H4F*HV3 H4�4:

〈Sz
l 〉 − HV3 �0O4(-HV3 �0(4( − HV3 & H4F − HV3 �G;4;JHV3 �0O4(

− HV3 ;=( 〈nhl〉
HV3 H4�4F*HV3 H0O & HV3 & OGH HV3 ��&4& HV3 H4�4F

〈Sz
l 〉 − HV3 �0O4O-HV3 �0O & − HV3 &4&�� − HV3 �4�4:*HV3 �0O4O

4��9�&��"�V3 �4� � � != E�&j��!#&�� 〈nhl〉
�$�,I"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz
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��������>��&�&Q&1�9���&���,p9+6
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����<#*���� �V3 � O � IR�E������$�<#��"���$+�I!L������ e 5 � ' �Z���������-!#��,���� @ �A��� ��$� ����E�����$�< $��('=�Zd
$�����<#��9�!#�K��!#������$�< |t′| � � � 	

t′/t = 0
� �S9 	 |t′|/t = 0.15

� �S �	 |t′|/t = 0.30
� �S, 	

|t′|/t = 0.45
3 ' ����A�0�&&������������ &1�9���&9�!#$�,_/���$������� l��$�����<#�����j�&�!#$�<`�����
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�S��$F�������$+����������� 	),������� �����!#$���>c&����Z����,-��$
4��9�&����V3 ��& > @ ����&�� +

� − 	i �!#����������!#$�,N��!_�����U9�!#$�,N/���$������� O��$�����<6�<+���$ �S&�!#�Z� 	(>����������� (d���AY#��&A6#> @ �A���K���������� ��g��!N����� t′ = 0
 E���� �

U/t �
(=>
x = 1/8

	(3U�=���,�! @  ����� �&����U��$�,��� E�2���
� @ !p ���!#������$�<p8���<#8E�<�&���$����U�&�!#$�<��$�,;9���� @ ����$ @ ���� 0�;"�!�Y=��$�<N��!#&����g<+���$X�����)/���$������� 
��$�����<6#3

���7�����2�������K�Z6=�Z����" ���������7��!.����<+���$D��!#"��X!Lg�����K/���$������� X��$�����<6D��$ �����X�����$��ZY#�������
,������� �����!#$.9+6%,���Y#��&�!#����$�<;�X 0�����<#�(dC,���$����A�C6 @ �EY#� � ' K�� 	k!#$:$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#�k���A�����
��!%����� K�� �A������&AL 3 \C$�,�����,?>O�&A����!#*�<#�F�����K 0�����<#�K,����Z������9�*V����!#$D�&�!#$�<I�����K�Z���������X���
*�$��ALS!#��"X>#�����O!#$=d @ �&�&�� K��  E�*������c����� ' K�� !#$�9�!���N����,����c!L?����� K�� 3=45�����c �&��E���&A6
����!#"�!�����`�����g��!#������$�<�9���� @ ����$^����� � �:���A�����!�S9�!#$�,�� Bx

	c!�Y#���a�����!��P !#$������S9�!#$�,��
Dx
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��*��Z��������>V��`������!#�Z����,N��$�4��9�&����V3 �4� >+����� ' K�� ���i�Z����!#$�<#&A67��$NM�*���$� ���,�9+67J�$��A���
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9�����$�<kJ����Z�a�&�"�!#�Z�c��$+��������&A67o�*���$� 0����, @ ����$ t′ = −0.15
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���O<#���,�*��&�&A6������Z��!#����, � cK� 3 ����<�3$�V3 � O �S �	qd#�S, 	  3545�������W������$�,��g����_LS*�&�&A6p �!#$������Z����$+� @ �A���
����� K P ��4 �Z��*�,������ !Li��������PQ�� ��k!L`������$�<#&��)/���$�/K�&�!#$�<������ e 5 � ' �Z��������� � � �4H  3W\q�
����`9�����$����Z�0�9�&���������,������2�c�����O��$�����<6N �!#�Z�`!L?LS!#��"���$�<k�k/���$�/���$� ����E������`��&���<#�+��&A6 @ �A���
��$� ����E�����$�< |t′| *��;��! |t′|/t < 0.1

3 e ! @ ��Y#����>jLS*��Z������� ��$� ����E�����&��E�,��g��!�������!#����!#���A���
��PQ�� ��U�$�,^J�$��&�&A6�� @ �&�& @ �A���X��/���$�/�9��� �!#"����5L �EY#!#����,K�2� |t′|/t ' 0.3

3
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t′/t9�!#$�, H −0.15 −0.30 −0.45
�

x − HV3 F4H4Q � − HV3 F4H4:4Q − HV3 F ��& Q − HV3 F � ; �
b

x − HV3 F4F0( & − HV3 F4� &4& − HV3L(G:4FG; − HV3L(�;0Q &
'

x − HV3 F & O4O − HV3 F & :4H − HV3 F & Q0( − HV3 F & (4O
K

x − HV3 ;0�0O4O − HV3 ;=(G:4H − HV3 ;=OGF4: − HV3 ;0Q4Q0(
�

y − HV3 F4H0(4O − HV3L(G:G;=( − HV3L(GQ4F4� − HV3L(GQ &4&
b

y − HV3 F4H4H4� − HV3L(GQ0(G: − HV3L(GF � F − HV3L( & Q �
'

y − HV3 Q0(GH0( − HV3 Q &�� F − HV3LOGQ4H & − HV3LO & �G;
K

y − HV3L(4O4(G: − HV3L(GF4Q � − HV3L(GF & Q − HV3L(GF & �
6

y − HV3 F0( � ( − HV3 F � O4( − HV3L(4OGQ � − HV3L( & :4:
�

y − HV3LO & H4F − HV3LO &4& � − HV3 F4:4�4� − HV3 F4�4FG;
 

y − HV3 F4F4�0( − HV3 F0(G�4� − HV3 F4�G;4; − HV3 F4HG;0F
� HV3 H4H4H4H HV3 H4H &4& − HV3 H4H4H & − HV3 H4H0(G�
b HV3 H4H4H4H HV3 H4H4F4Q HV3 H � FG; HV3 H & F &
' HV3 H4H4H4H − HV3 H4�G;0� − HV3 H0OGF � − HV3 � �4H4H
K HV3 H4H4H4H HV3 H & ( & HV3 H4� � H HV3 H ��& Q
6 HV3 H4H4H4H HV3 H4H4�4: HV3 H4H0(4( HV3 H4H4�4�
� HV3 H4H4H4H HV3 H4HG;0F − HV3 H4H0O � − HV3 H4�4F0O
 HV3 H4H4H4H HV3 H � Q4H HV3 H & ;0Q HV3 H � FG;
e HV3 H4H4H4H − HV3 H4H � H − HV3 H4H4H0O HV3 H4H & H
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) �"���&A6#>`��$F�����

t′ = 0
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� � �  �!#*���&���$�< 	(>
@ �������E��a��$������g&1���<#� |t′| &���"��A�E>#�A�`���2�������c���������i��!)��o�*��&���8��O��!#&��U,���$����A�C6�9���� @ ����$^���A����� �!#$�$��� �����,B9+6 �����m9�!#$�,��
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<+���$��`/���$������� g��$�����<6�!#$p9�!�����C6=��� !Lh9�!#$�,���>��)"�!#���U����<#$��AJ� E�$+�5<+���$����a� 0������Y#��,X!#$
����� ��P 9�!#$�,

C
>�9�����$�<������W,����AY=��$�<�LS!#�� ��k��$X�����kLS!#��"N�2����!#$X!LM8���<#8E�<����2��������$?3O\q�g���

�&���!k��*�����!#�Z����,N9+6N�_�Z6=�Z����"N�2���� E�&�&A6)<#��! @ ��$�<k/���$������� R��$�����<6�<+���$ @ �A������$� ����E�����$�< |t′|!#$I����� ��P 9�!#$�,
Dx

 �!#$�$��� �����$�<X�����78���<#8E�<X���2������� cK� 3�4��9�&�� �V3 ��& 	(3�����$��&�&A6#>?�A�_���
@ !#�Z���I��!#��$+����$�<�!#*V�g�����2�k�N����$�,���$� �6;��! @ ���,��g�����)LS!#��"N�2����!#$K!Lc8���<#8E�<p 0�����$�� @ �A���
LS������!#"N�<#$������� E�&�&A6�!#��,�������,

t2g

������$���>�����R9�����$ @ ��,���&A6p!#9������ZY#��,m��$^����� ' 6 ��������k!L
,�!#����,X"N�$�<+�$��A�����a��*� 0�m����h�
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����<#*����8�V3 � Q � � Y#�����<#�X/���$������� p��$�����<6 Et′
�����7,��1�<#!#$��&`9�!#$�,D����mLS*�$� �����!#$ !LU��$=d

 ����E�����$�<W$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�c��!#������$�< |t′| LS!#� U/t = 4
�S��!#&���,7&���$���	(>

U/t = 5
�S,��������,�&���$���	(>

U/t = 6
�S&�!#$�<2dC,��������,D&���$���	(>5�$�,

U/t = 7
�S,�!�ZdC,��������, &���$���	 � � � 	 e 5 � ' �Z���������

�������� � �S9 	 K � ' �Z��������� ��������3

45���W��PQ�� ��g!LM��$� ����E�����$�< |t′| !#$X�����k/���$������� k��$�����<6X�����O,��1�<#!#$��& 9�!#$�, E ′
t

!Ll�����
e 5 � ' �Z���������p��������X��&�&�*��Z�����2����� ����<�33�V3 � Q � � 	(3 � $��^!#9������ZY#���������2�7��$-�����^��"N�&�& |t′|����<#��"���$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�_��!#������$�<X����!= ����������W �!#�Z�W��$�����<6%�$�,%����������LS!#���7������6%����7��*��=d
������������,X9+6�o�*���$� 0����$�<������ ' K�� !#��,����5!#$p���A�����a$��('=�5��!)����� K�� 3 e ! @ ��Y#����>���! @ ���,��
&1���<#��� |t′| >������O/���$������� O��$�����<6N�����!= ��1�2����, @ �A���N$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�c��!#������$�<k9��� �!#"����`$���<2d�2���AY#�g,��������A���g����� $���<+�2���AY#� ����<#$p!L

t′
3M45�����5���a��!#������9�&��g9+6p�) 0���$�<#�_��$p �!=���� �����$+���5!L

�����N�=&1�2�����_,���������"���$��$+�_��*� 0�%�����2�k!#$.�EY#�����<#�7�����7����<#$%!Lc������,��1�<#!#$��&�9�!#$�,%��!#�=d
����$�<^������" ���k$���<+�2���AY#�3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>l�����N�Z6=�Z����" ,���Y#��&�!#���)�X$�� @ ' K�� ��!;��_��!
!#�V����"���8��p�����

Et′
<+���$?3 \C$  �!#$+������Z�E>

Et′
!Lg�����XJ�&�&���, K � ' �Z���������X��������m����"N���$��
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����<#*���� �V3 � : � 7M������N9�!#*�$�,���Z6%9���� @ ����$:J�&�&���,%,��1�<#!#$��&M���A���(dC ���$+��������, � K � ' 	_�Z���������
��������N�$�,%���&AL1dqJ�&�&���,KY#���Z���� E�&M���A���(dC ���$+��������,"� e 5 � ' 	 !#$�����_!#9V�0���$���,%��$;�����

t
d
t′
d
Ue *�9�9����,X"�!=,���& @ �A���^,�!#����$�< x = 1/8
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�V3 ;�3 ���0�2����  �!#������&1�2����!#$�LS*�$� �����!#$�� ( �

��!#���A���AY#�W��Y#��$I��$K�����)&1���<#� |t′| = 0.4t
����<#��"��>Q��g����! @ $I��$ ����<�3Z�V3 � Q �S9 	(3 PX!#����!�Y#����>

��$� ����E�����$�< ' !#*�&�!#")9 ������*�&�����!#$
U
6=����&�,��7��$-�������7 E����X!#$�&A6F�I��"N�&�&a��*���������������!#$D!L

Et′
> @ �������E��7�����^���"��^��$� ����E����^!L U

������� M��� �����, ��$-")*� 0�D&1���<#���
Et′

<+���$-!LO�����
e 5 � ' �Z���������N��������3X45������>���!#<#��������� @ �A���:�X9����������W!#$=dC���A������$�����<6 EU

>l�('V��&1���$��W�
9���!+�,����`����<#��!#$�!L?���������c�Z�0�9���&��A�C6���$7�����U�Z����!#$�<#&A67 �!#������&1�2����,N����<#��"��>=��`��&�&�*��Z�����2����,7��$
����<�3��V3 � :V3 � �`��$+���������������`���������j��$����$� ���,��Z�0�9���&��A�C6 ��$k�����`��"N�&�&

U
����<#��"��`��hLS!#&�&�! @ ��$�<

LS��!#" �����N"���&A����$�<^!LR9�!���.�Z���������N�����������3m\C$�,�����,?>M��$� ����E�����,:"�!#9���&��A�C6m!L5�����N��!#&����
����&��E�����,pLS��!#" ����� K � ' �Z�����������5������*�&A���5��$X�WL ��Z������> ��5 �!#"��������,p��!)����� e 5 � '  E����>
��$����$� ���"���$+�U!Lj�����

Et′
��$�����<6p �!#�Z�O*���!#$X��$� ����E�����$�< |t′| 3\C$% �!#$� �&�*�����!#$?> @ �����EY#�7LS!#*�$�,;�����2�_������$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�_��!#������$�< t′

��&1�E6=�_�$%��"�d
��!#�Z�0�$+� ��!#&��W��$I�2PQ�� �����$�<N����������&1�2���AY#�W�Z�0�9���&��A�C6X9���� @ ����$IJ�&�&���,;�$�,I���&AL1dqJ�&�&���,X�Z���������
�����������3 e ! @ ��Y#����>������k���Z�0�9�&���������,^Y�&�*�� |t′|/t ' 0.3

!#����$���$�<N� @ ��$�,�! @ LS!#�a�����k�Z�0�
d
9���&��A�C6I!LR����� e 5 � ' �Z������������������>c���)�('V ��������AY#��&A6-&1���<#�p��) �!#"��������,:��!m�����p"�!=,���&
������"��������

t′/t ' −0.1
!L �j� '2�  �!#"���!#*�$�,���3�45�����_��$�,��� E�2����� �����2�W�A�_���_$��� ���������Z6

��!�<#!N9���6#!#$�,X����� e �F�����E�2��"���$+�O!Ll�����k �*������2���k�Z�����������O9+6X��$� �&�*�,���$�<�&�!= E�& ��&��� �����!#$
 �!#������&1�2����!#$���> @ ���� 0� @ ��&�&l9��7��������*�9 ���� ��)!L ' ����V�����B;�3 e ! @ ��Y#����> t′/t ' −0.3

 �!#� d
��������!#$�,��)��!K�����NY�&�*��p�������!#�����1�2���7LS!#� �_ba�

2
' *

3
�

6+δ

� � ;0H  �$�,:��$�,�����,-���&AL1dqJ�&�&���,
Y#���Z���� E�&R�Z���������^��������K�����9�����$D������!#�Z����,D��$ �_ba�

2
' *

3
�

6.35

� F4:  > @ �������E��N!#$�&A6-\ '
"N�<#$������� �M�*� ���*��2����!#$��R���EY#�k9�����$X!#9������ZY#��,m�2�O&1���<#���a,�!#����$�<7&���Y#��& ����<#��!#$�� F �  3

� ��� � � ) � .1, ,/9l*D* �  ) � .`9:0 � 
 0�, � .`9:0�=
\C$;!#��,����g��!�"N�/�7�N,������� ��  �!#"����������!#$ @ �A���;�('V��������"���$+�0�&jJ�$�,���$�<#��> @ �� E�&� �*�&1�2���)���!#*��������W�����$��ZLS!#��" !LR�����p�Z�0�2���� p��!#&��(dC��!#&�� �S������$=dC������$ 	k �!#������&1�2����!#$.LS*�$� �����!#$?> @ ���� 0�
<#�AY#���5�����_ 0�����<#� �S"N�<#$������� �	c�Z����*� ���*����_L � ���!#��>

C(k) =
1

N

∑

ij

eik(Ri−Rj)〈nhi〉〈nhj〉,
���V3 � O
	

Sz(k) =
1

N

∑

ij

eik(Ri−Rj)〈Sz
i 〉〈Sz

j 〉,
���V3 � Q 	

@ �������_�����_��*�"�"N�2����!#$��a��$� �&�*�,��k�&�&Q�������� {ij} ��$X�7 �!#$�����,�������,X �&�*��Z����� @ �A��� N ���A������3
� ���N*��7J����Z�N,����� �*����������X 0�����<#�K�$�, ������$D��������!#$����K!LU�����^J�&�&���,D� ' �Z���������X��������>
����! @ $K��$ ����<�3��V3 � > �2�5�����k,�!#����$�< x = 1/8

3i45���k&�!= E�&Q��!#&�� �S"N�<#$�������8E�2����!#$ 	c,���$����A�C6
〈nhi〉

� 〈Sz
i 〉
	(>j���������� ����AY#��&A6#>j!La$�!#$���o�*��AY�&���$+�W�2��!#"�� *�����,.��$ 6 o���3����V3 � O
	g�$�, ���V3 � Q 	

����R<#�AY#��$7��$74��9�&�� �V3 �V3l\C$7L � ��E>#�����Ob ' �Z���������5��������O����! @ $N��$ ����<�34�V3 & ����M�����R���"��
����8��O!LQ�����O"N�<#$������� 5*�$��A�c ���&�&f3 � �`�_ �!#$�����o�*���$� ��>��A�c<#�AY#���c����� ����� E�&�&A6k�����O���"��R$���*=d
����!#$��� E�2����������$�< ���2��������$��$�,?>+*�$VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>#9�!�����Z����*� ���*������c����a$�!�i,����Z����$�<#*��������9�&��
�('V��������"���$+�0�&�&A6#3

� �K!#9������ZY#�>5��$ 9�!���D���$���&���!L ����<�3��V3 & HV>c�����K,�!#"���$��2����$�< @ ����<#�+�N!L C(k)
�2�

�����
Γ = (0, 0)

��!#��$+�E>j��_�A�_��� *���*��&�&A6KLS!#*�$�,ILS!#�_�^*�$��ALS!#��" ,����Z������9�*V����!#$?3 e ! @ ��Y#����>
��������!=,��� E�&�&A6m����� ���, @ �A���.�����p,����Z�0�$� �� d = 8

K�� ��<#�AY#������������!;�,�,��A����!#$��&i 0�����<#�
b`���<#<����E�/�� �2�

Qv
c = (±2πε, 0)

� 5 � ' �Z���������W���������	U�$�,
Qd

c = ±(2πε, 2πε)
� K � '



( & ' e � 7M4 6 I �V3 � 6 PX\ ' � � ���=\ ' � � 7 I � 7 6 I�45\ 6 � � � ��\���� 6 K �=4 IR\ 7 6 �

-1.0 0.0 1.0
kx/π
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/π
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4.88
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1.56
0.55
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����<#*����8�V3 & H � IR�� �������!= E�&5����� ��K���2��������$ !LU����� 5 � ' �S&���L �����$���& 	��$�, K � ' �Z���������
���������� �S����<#�+�R���$���& 	`����! @ $m��$ ����<�3��V3 � ����������2����,K9+6 d = 8

&1�2������ �� ����� ���$�<#��3�����&�&���,
�S!#����$ 	� ����� �&����� �!#����������!#$�, ��!:�����;"N�<#$������� �S 0�����<#��	N���E�/���>O���������� ����AY#��&A6#3 b`!#$�,=d
 ���$+��������,K�Z����*� ���*������U����! @ $X��$ ����<�3 �V3 & <#�AY#�_����� ����� E�&�&A67�����_���"��_���2��������$���3

�Z���������W���������	 @ �A��� ε = 1/8
3 PX!#����!�Y#����> ��$��Z���E�,;!Lc�N����$�<#&��W"N�
'V��")*�"n�2�g�����

M =
(π, π)

��!#��$+�E>� 0������ ����������Z���� _!L������ � �F��������> !#$��_J�$�,��RLS!#�5����� 5 � ' �Z���������_��������W�
����<#�W��$+����$����A�C6k!L������`"N�<#$������� c�Z����*� ���*����`L � ���!#�

Sz(k)
�2�

Qv
s = π(1±ε, 1)

3M�=��"���&1���&A6#>
��$ �����I E����;!L K � ' �Z���������;��������>O�����I"N���$ @ ����<#�+�^!L Sz(k)

���p�����AL ����, ��! @ ���,��

Qd
s = π(1 ± ε, 1 ± ε)

3 ' ���Z�0���$�&A6#>M�X� @ �� ���&1���<#���kY�&�*��N!L5������ 0�����<#�pb`���<#< @ �EY#�
Y#�� ���!#�U��R �!#"��������,p��!������k"N�<#$������� g!#$��>�LS!#&�&�! @ �`LS��!#" ����� L � ��R�����2�5�����_�Z�0�<#<#������,
"N�<#$�������8E�2����!#$;*�$�,�����<#!=���)�X��������(dC�����AL �W!L

π @
����$- ���!#������$�<m� K�� 3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>

,�*��`��! �$+������������ � �K,�!#"N���$���>2"N�<#$������� c*�$��A�l ���&�&=���j� @ �� ��5��l&�!#$�<g��j�����a 0�����<#�a*�$��A�
 ���&�&f3 ) !���c�����2��"N�
'V��"N�O���!#*�$�,W�����

Γ
�
M
	h��!#��$+����$k�����a 0�����<#� �S"N�<#$������� �	?�Z����*� ���*����

L � ���!#��>#���������� ����AY#��&A6#>�����5� � �!#"����$�����,)9+6)��!#"��`����<#�����l�����"�!#$��� �� � cK� 3 ����<#��3G�V3 & H �$�,
�V3 &�� 	(3M45���k������E����$� ��_!L�����"���&1�� @ �E�/����2����&�&��A����� @ ��U�&���!�������!#�Z����,X��$ IR��L 3$�G;V3

����<�33�V3 &�� ,������� ����7���� �������!= E�&a����� ��^���2��������$ !LR�����^����������2����, 9+6
d = 6

&1�2������ ��
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/π
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����<#*���� �V3 &�� � 45���N���"�����W��$ ����<�3	�V3 &�� 9�*V�kLS!#�k,�!#����$�< x = 1/6
3p45�����Z�����������)����

����������2����,X9+6
d = 6

&1�2������ ��g����� ���$�<#��3
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����<#*���� �V3 &4& � IR�� �������!= E�&l����� ������2��������$%!L`����� e 5 � ' �S&���L �_���$���& 	g�$�, K � ' �Z���������
���������� �S����<#�+�����$���& 	 ����! @ $7��$ ����<�3��V3 � FV3j45���`LS!#��"������S&1�2������� 	h����c����������2����,�9+6 d = 4�
d = 8

	`&1�2������ ��g����� ���$�<#��>����������� ����AY#��&A6#3

����� ���$�<#�k�Z�����������_!#9V�0���$���,.�2�k�����7����<#�����_,�!#����$�<
x = 1/6

3 � ��"N�&�&����g,����Z�0�$� ���9��(d
� @ ����$:����� K�� �W������*�&A���W��$.�X&1���<#���_����&��A������$�< ∝ ε = 1/6

!La������ 0�����<#� �S"N�<#$������� �	
�Z����*� ���*����7L � ���!#� "N�
'V��"N�����!#*�$�,I�����

Γ
�
M
	(>j���������� ����AY#��&A6#3 ' !#����������!#$�,���$�<#&A6#> ��Y#��$

����!#*�<#�)�����a��$+����$����A�C6W!L
C(k)

�2�������
Γ
��!#��$+�����l$�!���� ��E�9�&A6_��$����$� ���,?>+�����a��$+����$����A�C6W!L

J����Z�`�����"�!#$��� ��c�2�i����� @ �EY#�UY#�� ���!#� Q
v(d)
c

���i$��E���&A67*�$��&A��������,?>�"��E�$���$�< �����2�a�EY#�����<#�
��!#&�� ,���$����A�C6^�2�5����� K�� �O����"N���$��a�����_���"��3M\C$X �!#$+������Z�E>������_��$+����$����A�C6�!Lj�����_"N���$
"N�<#$������� _���E�/�� �2�

Q
v(d)
s

���O�Z����!#$�<#&A6^��*���������������,I! @ ��$�<���!��N��"N�&�&����5"N�<#$�������8E�2����!#$
,���$����A�C6p!L������_ ���$+�����& � �-,�!#"N���$^�2��!#"���3

6 'V��������"���$+�0�&�&A6#>=�W,��1�<#!#$��&��Z���������U!#��,���� @ �A��� ε 9�����$�<)�������!E'V��"N�2����&A67&���$��E��i��$ x����_9�����$%���Z�0�9�&���������,I*��I��!
x = 1/2

��$I,�!#����, ) � �
2

��&1�$����_!L��j� ) � � � ;�> � (=> & ; �
& FV> & :  3M\C$^ �!#$+������Z�E>�$���*V����!#$^,��APQ��� �����!#$N"��E���*�����"���$+���R!#$ ) ,=d��j� '2� ���EY#� ,���"�!#$=d
�Z�����2����,K�����W�('V���Z����$� ��W!Ll� @ !�/���$�,��U!LM\ ' "N�<#$������� _"N�
'V��"N�

Qs = π(1 ± 2ε, 1)
�$�,

Qs = π(1, 1 ± 2ε)
 �!#����������!#$�,���$�<p��!p��o�*��&�&A6K����!#9��9�&��)"�!=,�*�&1�2����!#$��O�&�!#$�<N����� � � H 	

�$�, ��H � 	a,������� �����!#$�� � �V> � QV> � :  3c\C$X�������5 E����>�����!�Y=��,���$�<������_��Y=��,���$� ��_LS!#�R 0�����<#�_!#� d
,�����>+b`���<#<g���E�/��M����`,����Z������9�*V����,)�Z6="�"��������� E�&�&A6_���!#*�$�,W�����

Γ
��!#��$+�M�2� @ �EY#�aY#�� ���!#���

Qc = (±4πε, 0)
�$�,

Qc = (0,±4πε)
3c�=��"���&1��c"N�<#$������� gb`���<#<7���E�/��

Qs

���EY#�_9�����$
������!#&AY#��,.��$ �j� '2� @ �A���%��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6 ε

�����2�_LS!#&�&�! @ �g����������&1�2����!#$ ε ' x
LS!#�

0.06 ≤ x ≤ 0.125
� & �  3 ) !���>h��! @ ��Y#����>h�����2� �����7�('V��������"���$+�0�&�&A6X,���������"���$���,I������� d

!=,��� ��A�C6
d = 4

LS!#�
x = 1/8

>� �!#����������!#$�,���$�<)��!������ ���&AL1dqJ�&�&���,��Z������������>�,��APQ�����aLS��!#"H�����
e �.������,��� �����!#$N9+6p�kL � ���!#�`!L & � cK� 3l&���L �a���$���&Q!L�����<�3��V3 & H 	(3 � $��g��!#������9���&��A�C6�!Lh��*� 0�
�p�Z���������)!#��,����k�2�

x = 1/8
�����2� ��!#�������������W9�!���I"N�<#$������� ��$�,I 0�����<#�7b`���<#<^���E�/��

������ �������&A6��2�a�����g�('V��������"���$+�0�&�&A6�������!#�Z����, @ �EY#� Y#�� ���!#��� Qs

�$�,
Qc

LS!#�c�����g �*������2�����
���5����! @ $m��$ ����<�3 �V3 � F ������<�3��V3 &4& 	`��$^���E�& �S���� �������!= E�& 	c����� ��> ���������� ����AY#��&A6#3 e ! @ ��Y#����>
�����a!#$=d @ �&�&�� K�� ������*�&A���l��$)��!#"��a�('=�����g"N�<#$������� `�����"�!#$��� ��l�2�

Q′
s = (±π/4,±π/2)�$�,

Q′
s = (±π/4,∓π/2)

3 � $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#> @ �p����N$�!��� @ ����N!LO�$+6.�('V��������"���$+�0�&
,��2�0�)�����2�R �!#$VJ���"]�����k������E����$� ��_!L���*� 0�mb`���<#<����E�/���3

����$��&�&A6#>�LS!#�  �!#"�������2���AY#�)��*�����!#����� @ �7����������$+�E>j��$;����������<#�+�_���$���&M!L�����<�3.�V3 &4& >
���� �������!= E�&=����� ��a���2��������$)!L������cJ�&�&���, K � ' �Z���������c��������a!#9V�0���$���,)��$k�����

t
d
t′
d
U
"�!=,���&
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@ �A��� t′ = −0.3
3 e �����>j������$VLS!#�� ���"���$+�_!Lc�������Z����������!#��,����_9+6

t′
���_9����Z�k������$.��$;�����

��$����$� ���"���$+�g!L
C(k)

��$+����$����A�C6X�2�
Qd

c = (±π/4,±π/4)
�S&1���<#���5��!#&��_,���$����A�C6X�2�R�����

K�� � 	7�� @ ��&�&R��7��$-�����X&1���<#��� @ ����<#�+�N!L S(k)
�2�

Qd
s = (±π/8,±π/8)

�S�Z����!#$�<#���
"N�<#$�������8E�2����!#$�!Lj����� � �-,�!#"N���$�� 	 � cK� 3 ����<#��3��V3 & H7�$�, �V3 &4& 	(3
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\C$^������� ' ����V����� @ �_�����&�&?�('��"���$�� �����_��!#&��g!L��Z����!#$�<���&��� �����!#$X �!#������&1�2����!#$��a��$^�Z�0�9�� d
&���8E�2����!#$p!L�Y�����!#*��5�Z���������_�����������3 � <#!=!=,^�Z�0��Z����$�<���!#��$+�5LS!#�O�7����!#�����U�������!E'V��"N�2���
�����E�2��"���$+�7!Lg�Z����!#$�<I �!#������&1�2����!#$��)���)�����^��������������$+�0�2����!#$ !LO����� e *�9�9����, "�!=,���&a��$
������"��^!L��*='V��&��1��Z6DLS����"���!#$��^�$�,G9�!#��!#$��X,�*��I��! � !��&��1��p�$�,9IR*� 0/��$��Z������$ � � I 	
� � ; �# 3O45���7�Vb � ����U9�����$I�����&�����,X��*� � ������ZLS*�&�&A6X��!�� @ ��!#&��k���$�<#�W!LM����!#9�&���"�� @ �A���
&�!= E�& ' !#*�&�!#")9X��$+������� �����!#$X�$�,K���O/�$�! @ $K��!N����!�Y=��,��W�����E�&����Z���� "��E�$=dqJ���&�,X,����� ������=d
����!#$^!Ll�Z����!#$�<#&A6p �!#������&1�2����,^�Z6=�Z����"���3a\q�O���Ro�*��A���_��$� �!#*����<#��$�<7�����2�5�����k<#��!#*�$�,X�Z�0�2���
��������W,��1�<#���"T!#9V�0���$���,K*�����$�< � I �������!+� 0�KLS!#�R����� &GK e *�9�9����,m"�!=,���& @ �A���K��!2d
"�!#<#��$���!#*��W���������&f> � �`> ��P%>j�$�, 7WP ����������)����! @ ���K<#!=!=,:�<#������"���$+�W9�!��� @ �A���
� P ' ����")*�&1�2����!#$��U�$�,;����� 6 K "�������!=, � � ; &� 3W45���N�Vb � @ ��_�&���!p*�����,I��!p��$+Y#���Z��� d
<+�2���7"N�<#$������� 7�$�,% 0�����<#�� �!#������&1�2����!#$��g!L`�����

t
d
t′
d � "�!=,���& � � ;0�  >h<#��!#*�$�,.�Z�0�2���7!L

����� � $�,�������!#$X&1�2������ ��U"�!=,���& � � ;4;V> � ;=(  >��$�,p�Z6=�Z����"�� @ �A���^!#��9��A�0�&�,���<#��$������ �6�� � ;0F��
� (GH  3WPX!#����!�Y#����>������g*�$������Z������ �����,m�Vb � ����a��*���$���,^!#*V�5��!�9�� �)��! @ ���ZLS*�&?��!=!#&Q��$N�����
,����� ������V����!#$^!L���$���!#"�!#<#��$���!#*��5�Z�0�2������>��f3 �3A>�������$X��!#&1���!#$��5�$�,^�Z��������� ����������O9�!���^��$
�����_����$�<#&��(d�� � � >��4�  �$�,^���������(dC9��$�,X"�!=,���&�� �4� F  LS!#�a�����_ �*������2������3

45����� ' ����V����������!#��<+�$���8���,D���LS!#&�&�! @ ��3 �������Z�E> @ �K����������$+��9������ M�6F�����m�NIR\7�Vb
��������������$+�0�2����!#$.!Lc����� e *�9�9����,%"�!=,���&i�$�,I�����7���,�,�&��(dC��!#��$+�_��o�*��2����!#$���3�45����$?> @ �
��$+����!=,�*� ��>V9������,^!#$p�Z���������g��������!=,��� ��A�C6#>=���� �������!= E�&������ �� ��������������$+�0�2����!#$?> @ ���� 0�p����!2d
Y=��,����`�_��!#������9���&��A�C6k��!k�����ZLS!#��"  E�&� �*�&1�2����!#$��l!#$�&1���<#�����S*�����! � ;4; × � ;4; 	� �&�*��Z�������c�����$
����!#���X�Z��*�,�����, ��$ IR��L 3 �4�.�$�, ��!.�%&1���<#�p�('=����$+����&���"���$��2�����)�����X��!#&��^!LUJ�$��A���(dC����8��
��PQ�� �����3<PX!#����!�Y#����>5�A�N�&�&�! @ �7!#$��^��!%!#9V�0���$ *�$�9��1�����, ������*�&A���N�2��&�! @ ����"��������2��*����

βt = 100
3 ��*��Z��������> @ �N��$+Y#���Z����<+�2���7�Z�0�9���&��A�C6K!L`J�&�&���,%�$�,.���&AL1dqJ�&�&���,m�Z�����������k��$;�����

t
d
t′
d
U
"�!=,���&��2�M�����R,�!#����$�<

x = 1/8
�$�,�����! @ �����2�i$���<+�2���AY#�5$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�M��!#������$�<�

t′/t < 0
	)L �EY#!#���7�����X&1�2��������3 � �K�&���!I �!#"�������p�����m�Vb  0�����<#�K�$�,D������$D,���$����A�C6

����!J�&���� @ �A���;������!#$���� !#9V�0���$���,;��$K����� e � 3 ) �('=�E> @ �������ZLS!#��" ���Z6=�Z����"N�2���� )�Z��*�,V6
!L��$X������E6�!Lj�Z�����������5����������2����,^9+6

d = 2, . . . , 11
&1�2������ ��U �!#$��Z�0�$+��� @ ���� 0�X�&�&�! @ �a*��

��!)���Z�0�9�&������N�����g9������EY=��!#�`!L �����g��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6
ε
>V!#�V����"N�& �Z���������OJ�&�&���$�<

ν
>=�����

 0����"��� E�&i��!����$+���1�&
µ
>l�� @ ��&�&`��W,���$����A�C6%!L5�Z�0�2����� N(ω)

��)�^LS*�$� �����!#$.!L5,�!#����$�<�3
����$��&�&A6#> @ �)�$��&A6=8��_�����W"���&A����$�<7!LM�Z���������k����������U��$X�����k!�Y#����,�!#����,;����<#��"�� x ≥ 0.3�$�,X����! @ �����2�R�����_������$X�$�,X 0�����<#�_!#��,����5,�����������E��R����")*�&A�0�$���!#*���&A6#3

(4(
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\C$^�����W�Vb �NIR\c��������������$+�0�2����!#$X!Lj����� e *�9�9����,X"�!=,���&f>

H =
∑

ij,σ

tijc
†
iσcjσ + U

∑

i

ni↑ni↓,
�;�3 � 	

!#$�����$�&1���<#���U����� e ��&�9����Z�g����� ���!Li����� e �"���&A��!#$��1�$ �;�3 � 	O9+6m��$+����!=,�*� ���$�<p�*='V��&��1��Z6
9�!#��!#$�!#�������2��!#��� � e �$�, d > @ ���� 0�^� ��a��`����!����� �����!#$�!#�������2��!#���c!#$���"��V�C6N�$�,�,�!#*�9�&A6!= � �*�������,I���A������>j�$�,

pσσ′

9�!#��!#$;J���&�,���> @ ���� 0�.� � �!#"����$+6m����$�<#&��WLS����"���!#$�� �$�,I����*��
��������������$+�U����!����� �����!#$��R!#$X����$�<#&A6N!= � �*�������,X���A������� � ( �# >

|σ〉 =
∑

σ′

p†σσ′f
†
σ′ |
Y� 〉, �;�3 & 	

@ ������� f †
σ

����k������*�,�!LS����"���!#$^!#�������2��!#��� @ �A���K�7������$ 1/2
������&1� ���$�<7���+6=���� E�& LS����"���!#$

!#�������2��!#����3l4��/���$�<)��$+��!W� � �!#*�$+�a�����2�c�����g�Z�0�2����� |σ〉 �����$��ZLS!#��" ��`������$�!#�c�Z�0�2������>V�A�`���
!#9+Y=��!#*��O�����2�U�����

pσσ′

9�!#��!#$KJ���&�,K")*��Z�g9��W<#�AY#��$m9+6m�
2 × 2

������$m"N�2����� '^!#�������2��!#��>
@ ���� 0�% E�$.9��7��������������$+����,:��$I������"�� !La�A��� ����!����� �����!#$��_!#$+��!^�����U7��*�&��l"N�2������ ����

τµ
>

��$� �&�*�,���$�<)�����_*�$��A�5"N�2����� '��
µ = 0

	(>

p†σσ′ =
1

2

3
∑

µ=0

p†µτµ,σσ′ .
�;�3 � 	

\q�gLS!#&�&�! @ �O�����2�U������"N�2����� 'X��&���"���$+���g!Li����� p†σσ′

!#�������2��!#�g���2�����ZL 6^������ �!#"�")*V�0�2����!#$
����&1�2����!#$?>

[

pσ1σ2
, p†σ3σ4

]

=
1

2
δσ1σ4

δσ2σ3
,

�;�3 ; 	
����!�Y=��,���,:������9�!#��!#$��

pµ

!#9���6
[pµ, p

†
ν] = δµν

3 � ����Z�WLS��!#" �����2�E>l�����N 0��!#�� ���!L5�����

p†σσ′

"N�2����� ' @ �A���)�����aL � ���!#� 1/2
<#*�����$+�������i$�!#��"N�&���8E�2����!#$k!L �����5�Z�0�2����� |σ〉 ��!_*�$��A�C6#>*�$�&���/�������N�NIR\OLS!#��"N�&�����" ��$+����!=,�*� ���,%��$ IR��L 3 � ( & @ �A��� 〈σ|σ〉 = 2

3 ��*��Z��������>h����$� ��
�����g����$�<#&A67!= � �*�������,p�Z�0�2�����!�;�3 & 	i �!#$������Z�5!L �����g!#�������2��!#�`����!=,�*� �� @ ���� 0�p���`��*�����!#����,
��!^ ����E�2���7�p����Z���� �&�� @ �A���%��������$ 1/2

>?�����79�!#��!#$;J���&�,��
p†σσ′

 E�$I���A�������gLS!#��" �p������$
����$�<#&����

p†0
�
S = 0

	(> @ ���� 0� ��������������$+���^�����m 0�����<#�m,���<#�������p!L_LS������,�!#"X>R!#���:������$
��������&���� � † = (p†1, p

†
2, p

†
3)
�
S = 1

	g,����� �����9���$�<^�����7������$%,���<#�������W!L`LS������,�!#"X3 ����$��&�&A6#>
� @ !m!#�������2��!#��� p†↑

�$�,
p†↓
��$+����!=,�*� ���,.!#����<#��$��&�&A6X��$ IR��L 3 � ; � ����7����������<#��$+Y�&�*����k!L

p†σσ′

LS!#�a� @ !N������$^�Z�0�2������3
45����"N���$.�,VY�$+�0�<#�N!La�����p�Vb � ���_�����2�k�����N��&��� �����!#$: �!#$VJ�<#*����2����!#$��W����N �!#$=d

����!#&�&���,�9+6������R9�!#��!#$��c�$�,�!#$��R E�$7����*�� @ ���A���5����� e *�9�9����,���$+������� �����!#$���c� 9�!#��!#$��� 
!= � �*����2����!#$ $�*�")9����^!#�������2��!#��3 \C$B �!#$+������Z�E>U�����;!#�������2��!#��LS!#�N�����I/���$������� ;��$�����<6
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����!= �������3 e ��$� ��>j!#$��7$�����,��_��!^��$+����!=,�*� ��7�,�,��A����!#$��&j!#�������2��!#���
zσ′σ

��$;��������!#������$�<
������"]!Lj�����_"�!=,���& �;�3 � 	 � � ( �# >

cσ =
∑

σ′

fσ′zσ′σ,
�;�3L(
	

zσ′σ = e†pσ′σ + p̃†σ′σd,
�;�3 F 	

@ ������� p̃σ′σ

���W����������"��N����Y#��������, !#�������2��!#�
pσ′σ

@ �A���:������LS!#&�&�! @ ��$�<X�����$��ZLS!#��"N�2����!#$
����!#�����Z������� � p̃0 ≡ T̂ p0T̂

−1 = p0

�$�,
˜
� ≡ T̂

�
T̂−1 = − � 3

45����!#�������2��!#� �;�3 F 	R,����� �����9����g�����)��*�" !LM�����W� @ !^��!#������9�&��k�����$����A����!#$K 0���$�$���&���>
���A�������j!L @ ���� 0�)"N�E6k� � �!#"����$+6W�$)��&��� �����!#$)��!#������$�<U����!= ������ � �S����$�<#&A6_!= � �*�������,)���A����	
→ �S��"��V�C6K���A����	U�$�, �S,�!#*�9�&A6K!= � �*�������,;���A����	 → �S����$�<#&A6X!= � �*�������,;���A��� @ �A���I������"��(d
����Y#��������,p������$ 	(3 � $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>+�����O����$�!#��"N�&���8E�2����!#$)!LQ�����O��!#������$�<W�"���&��A��*�,��!�;�3 F 	
9+6������ 9�!#��!#$�J���&�,��5,�!=���5$�!�R&��E�,���!)�����  �!#������ ��O"��E�$=dqJ���&�,�������*�&A�E>��f3 �3A> 〈z†izj〉 = τ 0�S�������E�2L ������>������)*�$�,�����&���$��k,���$�!�����

2 × 2
������$m"N�2������ ���� 	5��$K�����W$�!#$���$+������� �����$�<N���&AL1d

J�&�&���,K&���"��A�
U = 0 @

�A���
e2 = 1

4

>
d2 = 1

4

>
p2

0 = 1
2

>?�$�,
p = 0

> @ ������� p
���g��"�!=,�*�&�*��

!LM�����WY#�� ���!#�UJ���&�, � 3U45�����g"���<#�+�U9��)�,���*��Z����,I9+6K"N�/���$�<N*����)!LM�����WL � ��U�����2�U�����
��������������$+�0�2����!#$ !L_�$+6 !#�������2��!#�7��$ ������"���!L ��&1�EY#�K����Z���� �&����7����$�!�N*�$���o�*��K,�*��X��!
�����)LS������,�!#" !Lc 0��!#�� ���!L`�,�,��A����!#$��&j!#�������2��!#�UL � ���!#��� @ ��!#���7����<#��$+Y�&�*��)���g*�$��A�C6m��$
�����7���+6=���� E�&M��*�9������ ��3�45��������LS!#���>h�����7������$%"N�2����� 'm!#�������2��!#�

z
��� "�!=,��AJ���,;9+6m�����

$�!#��"N�&���8E�2����!#$�L � ���!#���5��$p����� LS!#&�&�! @ ��$�< @ �E6#>

z = e†LMRp + p̃†LMRd,
�;�3LO
	

@ �A���?>

L =
[

(1 − d†d)τ 0 − 2p†p
]−1/2

,

R =
[

(1 − e†e)τ 0 − 2p̃†p̃
]−1/2

,
�;�3 Q 	

M =
[

1 + e†e + d†d +
∑

µ

p†µpµ

]1/2

.

e ! @ ��Y#����>l��*� 0�.��$�&1���<#��"���$+�_!L`����� e ��&�9����Z� ����� �����$+����!=,�*� ����k*�$����+6=���� E�&i�Z�0�2�����
@ ���� 0�7����!#*�&�,79��5$�! @ ��&���"���$��2����,W��!k��M��! ���� �!�Y#���i�����5!#����<#��$��& e ��&�9����Z�l����� ��3M45�������(d
LS!#���>V�����W�VbB!#�������2��!#���5���EY#�_��!�LS*�&AJ�&�&������ LS!#&�&�! @ ��$�<) �!#$��Z�������$+���O�2�R�E� 0�K���A���>

e†iei + d†idi +
∑

µ

p†iµpiµ = 1,
�;�3 : 	

2d†idi +
∑

µ

p†iµpiµ =
∑

σ

f †
iσfiσ,

�;�3 � H 	

p†0i

�
i +

� †
ip0i − i

� †
i ×

�
i =

∑

σσ′

τ σσ′f
†
iσ′fiσ.

�;�3 �4� 	
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�����

c
!#�������2��!#�����;�3L(
	(3�45���R� @ !W�,�,��A����!#$��&= �!#$��Z�������$+��� �;�3 � H 	��$�, �;�3 �4� 	hLS!#&�&�! @ LS��!#"
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p
�$�,

d
9�!#��!#$��i��$

�����O���+6=���� E�& ��*�9������ ��>V�f3 �3A>#�����O����&1�2����!#$�9���� @ ����$p 0�����<#�O�$�,N������$�,���$����A�C67�('V������������,
��$7������"��c!L?������*�,�!LS����"���!#$��� R!#�������2��!#���

f
�$�,N�('V������������,^9+67*�����$�<k�����O����$�<#&����

p0

�$�,
��������&���� �  �!#"���!#$���$+���R!L

p
")*��Z�O9��_�����������ZY#��,?3

\C$I������"�� !Lc�������9�!�Y#�N�Vb[!#�������2��!#����> ����� e *�9�9����,%"�!=,���& �;�3 � 	O�0�/���_$�! @ �����
LS!#��"X>

HSB =
∑

ij

∑

σσ′σ1

tijz
†
iσ1σf

†
iσfjσ′zjσ′σ1

+ U
∑

i

d†idi,
�;�3 ��& 	

��*�����&���"���$+����,k9+6U�����M �!#$��Z�������$+��� �;�3 : 	qd#�;�3 �4� 	(> @ ���� 0�k����l��$VLS!#�� ���,k9+6g����"��(dC,�������$�,���$+�
�h�<#���$�<#�U")*�&A������&��������

λ
(1)
i

>
λ

(2)
0i

>��$�,
λ

(2)
i

3M45���  �!#$��Z�������$��5����g �!#$+Y#��$�����$+��&A6p���$�,�&���,
��$K�����2���K��$+����<#���&?LS!#��")*�&1�2����!#$?3i45���W����Z���A����!#$pLS*�$� �����!#$X"N�E6p9�� @ ���A������$X,�! @ $;��U�
LS*�$� �����!#$��&?��$+����<#���&?!�Y#���R �!#��������$+�U�Z�0�2�����O!L ������"��?�$�,Kb`!#��� J���&�,����

β = 1/kBT
	(>

Z = ZbZf =

∫

D[
9�!#��!#$��

]D[f, f †]D[λ]e
−

β
R

0

dτ [LB(τ)+LF (τ)]
,

�;�3 � � 	

@ �A���p�����_9�!#��!#$��� _�$�,^LS����"���!#$��� �h�<#���$�<#�1�$��a,���J�$���,K9+6#>

LB =
∑

i

{

e†i
(

∂τ + iλ
(1)
i

)

ei +
∑

µ

p†iµ
(

∂τ + iλ
(1)
i − iλ

(2)
0i

)

piµ

− λ
(2)
i

(

p†0i

�
i +

� †
ip0i − i

� †
i ×

�
i

)

+ d†i
(

∂τ + iλ
(1)
i − 2iλ

(2)
0i + U

)

di − iλ
(1)
i +

A · , i

}

,
�;�3 � ; 	

�$�,?>

LF =
∑

i,σσ′

f †
iσ

[(

∂τ − µ+ iλ
(2)
0i

)

δσσ′ + iλ
(2)
i · τ σ′σ

]

fiσ′

+
∑

ij

∑

σσ′σ1

tijz
†
iσ1σf

†
iσfjσ′zjσ′σ1

.
�;�3 � (
	

e �����>
µ
���_������ 0����"��� E�&M��!����$+���1�&f> A ���k�$.�('=������$��&i"N�<#$������� �J���&�,?> @ �������E�� ,

i

���
�����_������$^!#�������2��!#�5<#�AY#��$X9+6#>

,
i =

∑

σσ′σ1

τ σσ′p
†
iσσ1

piσ1σ′ =
1

2

(

p†0i¯
�

i + ¯
� †

ip0i − i¯
� †

i × ¯
�

i

)

,
�;�3 � F 	

@ �A��� ¯
�

= (p1,−p2, p3)
3

e ! @ ��Y#����>�����������Z���A����!#$mLS*�$� �����!#$ �;�3 � � 	U���_�Z����&�&l$�!� @ ��&�&i,���J�$���,.,�*��7��!^��������$=d
����<#���2����!#$X!�Y#���g �!#"���&��('mb`!#���kJ���&�,���> @ ���� 0�m"N�E6X E�*����)�A�O��!N9��W��$VJ�$��A���3 � ��!#������9�&��
����"���,V6����l��!_����"�!�Y#�R9�!#��!#$��� 5����������i9+67*�����$�< �����5��������������$+�0�2����!#$ @ �A���7"�!=,�*�&�*��i�$�,
��������>M�2�k�����N �!#�Z�)!LR�,�,���$�<K<+�*�<#�7������"��k��$+Y#!#&AY=��$�<X����"��7,������AY�2���AY#���k!La������b`!#���
J���&�,��U���������� � � ( �  3O\q�U��*���$��g!#*V�O�����2�E>����������W������"��O E�$;9��)�9���!#��9���,K��!#<#��������� @ �A���
������������Y=��!#*�� �h�<#���$�<#�7")*�&A������&��������g��$+��!^������$�� @  �!#$��Z�������$+�_J���&�,��

αi

>
β0i

>��$�,
βi

3
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e ! @ ��Y#����>����������W����k!#$�&A6�J�Y#�W��*� 0�KJ���&�,���> ��!N!#$��k��������k����R��!N����"N���$X���9��A������Z6#3c\C$
@ ���2�jLS!#&�&�! @ � �����ab`!#���cJ���&�, di

���h&���L �l����O �!#"���&��('_Y����1�9�&�� @ �A���W,V6=$��"��� ���3 ' !#"���&��('
d
dqJ���&�,?> @ ��!#���g����!#���<+�2��!#�c����5�W��!#&��U�2� ωn = U

 �!#����������!#$�,���$�<W��!W����� � e bU>V"N�/���
�����_����������$+� �������!+� 0�X E����9�&��_!L� E��V��*�����$�<������k���+6=���� E�& ����!#�����Z�������R!L��������59��$�,X��$
�����5&1���<#�

U
&���"��A�E3 ��*��Z��������>+����$� ��a�����a9�!#��!#$��

ei

�$�,
piµ

����`�0�/��$���! 9��a���E�&f>#!#$��a E�$
,���!#�^!#*V�R�&�&����������`����"��g,������AY�2���AY#���a9+6p��"���!#����$�<k����� ��������!=,��� U9�!#*�$�,���Z6p �!#$�,��A����!#$���>
�f3 �3A>

ei(β) = ei(0)
�$�,

piµ(β) = piµ(0)
> @ ���� 0�X��&���"���$��2���R���������5! @ $X,V6=$��"��� ���3

45���k��PQ�� ����AY#�_9�!#��!#$��� gLS*�$� �����!#$��&?��$+����<#���&? E�$X9��_��� @ ���A������$^$�! @ ���>

Zb =

∫

D[e, p0,
�
]D[d, d†]D[α, β0,β]e

−
β
R

0

dτLB(τ)
,

�;�3 � O
	

@ �A���?>

LB =
∑

i

{

d†i [∂τ + αi − 2β0i + U ]di + αi(e
2
i − 1)

+ (αi − β0i)
∑

µ

p2
iµ − 2βi ·

�
ip0i +

A · ¯
�

ip0i

}

,
�;�3 � Q 	

@ ����&��g����� LS����"���!#$��� O������" �0�/���R����� LS!#��"X>

Zf =

∫

D[f, f †]e
−

β
R

0

dτLF (τ)
,

�;�3 � : 	

@ �������_�����_ �!#����������!#$�,���$�< �h�<#���$�<#�1�$p���5<#�AY#��$^9+6#>

LF =
∑

i,σσ′

f †
iσ

[(

∂τ − µ+ β0i

)

δσσ′ + βi · τ σ′σ

]

fiσ′

+
∑

ij

∑

σσ′σ1

tijz
†
iσ1σf

†
iσfjσ′zjσ′σ1

.
�;�3 & H 	

45���)J�Y#�����E�&l�Vb J���&�,��
e
>
p0

>?�$�, � ����)���E�&jY�&�*���,;�$�,I����W��$+����<#���2����,;&���/�W���,��1�&
����Z���U!LM �!#"���&��('pJ���&�,���> @ �������E�� α

>
β0

>Q�$�,
β
����W��$+����<#���2����,m�&�!#$�<7�����k��"N�<#��$���Z6

�
'V����3
\C$X!#��,����a��!7 �!#"���&������U�����_,������AY�2����!#$p!Lh����� LS*�$� �����!#$��&Q��$+����<#���&QLS!#�`����� e *�9�9����,

"�!=,���& �;�3 ��& 	h!#$��5 E�$��('�� ���&A6W��$+����<#���2���a!#*V�������aLS����"���!#$��� i,���<#�������i!L�LS������,�!#"X> @ ���� 0�
6=����&�,��l�����aL �"���&��1��h����Z���A����!#$WLS*�$� �����!#$)LS!#�i�g�Z6=�Z����" !LQ$�!#$���$+������� �����$�< ����Z���� �&���� � � (G�  >

Zf =
∏

� σ

(

1 + e−βε � σ
)

,
�;�3 &�� 	

@ ������� ε � σ

����No�*����������Z���� �&��N��$�����<#�����)!L5�����NLS����"���!#$��� �h�<#���$�<#�1�$"�;�3 & H 	(>l�$�,-�A���
<#���$�,^ E�$�!#$��� E�&?��!����$+���1�&

Ωf

>

Ωf = −kBT lnZf .
�;�3 &4& 	
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d
3 e ! @ ��Y#����>c�K �!#������ ��

�����E�2��"���$+�R!Lj����� M�*� ���*��2����!#$��R����5��!7/�����X����� 0/�!Ll�A���5��������3
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	N�$�, �;�3 � : 	����^�-<#!=!=,
�Z�0��Z����$�<%��!#��$+��!LU����������&�!=!#�F�('V���$�����!#$?3 \C$D���������������!E'V��"N�2����!#$F!#$��X������&1� ����7�����
b`!#���7�$�,I 0����"��� E�&l��!����$+���1�&jJ���&�,�� 9+6m���������U����"��(dC��$�,�������$�,���$+�_�EY#�����<#����>j�f3 �3A>

di ≡
〈d†i(τ)〉 = 〈di(τ)〉

> �$�,^��!�!#$?3 e ��$� ��>������_9�!#��!#$��� !�h�<#���$�<#�1�$p9��� �!#"�����>

Lb =
∑

i

{

αi(e
2
i + p2

0i + p2
i + d2

i − 1) − β0i(p
2
0i + p2

i + 2d2
i )

+ Uid
2
i − 2βi ·

�
ip0i +

A · ¯
�

ip0i

}

.
�;�3 & � 	

45���U�9�!�Y#�O�('V������������!#$� E�$�9��R�E�����&A6�����"���&��AJ���,�9+67��$+����!=,�*� ���$�<_��!#&1��l �!=!#��,���$��2�����MLS!#�
�����k�"���&��A��*�,����a!L�9�!#��!#$X!#�������2��!#���5��$p����� LS!#&�&�! @ ��$�< @ �E6#>

p0i = cos θi,

pi = sin θi cosφi,

di = sin θi sinφi cosψi,

ei = sin θi sinφi sinψi.
�;�3 & ; 	

�=*� 0�%������"���������8E�2����!#$m�*V��!#"N�2���� E�&�&A6p���2�����ZJ����g������ �!#$��Z�������$+� �;�3 : 	(> ��!������2� ���������(d
��*�&A����$�<�9�!#��!#$��� !�h�<#���$�<#�1�$p,�!=���R$�!�R��$� �&�*�,��g�����

α
dqJ���&�,?>

Lb =
∑

i

{

−β0i(p
2
0i + p2

i + 2d2
i ) + Uid

2
i − 2βi ·

�
ip0i +

A · ¯
�

ip0i

}

.
�;�3 & (
	

45���W�VbB"��E�$=dqJ���&�,pLS�����_��$�����<6#>

F = Lb + Ωf + µNel,
�;�3 & F 	

@ ������� Nel

���a�����_$�*�")9����R!L�����Z���� �&�����>VLS!#&�&�! @ �5���>

F =
∑

i

{

−β0i(p
2
0i + p2

i + 2d2
i ) + Uid

2
i − 2βi ·

�
ip0i +

A · ¯
�

ip0i

}

− T
∑

� σ

ln
(

1 + e−βε � σ
)

+ µNel.
�;�3 & O
	

45���_��o�*���&���9�����*�" Y�&�*����a!Lh�����  �&1������� E�&�J���&�,^�"���&��A��*�,����`���EY#� ��!�9�� ,���������"���$���,
LS��!#"]�����W���,�,�&��(dC��!#��$+�U��o�*��2����!#$�� ∇F = 0

> @ �������W�����W����Z���1�&h,������AY�2���AY#���U����k�0�/��$
@ �A���p���������� ��R��! β0i

>
βi

>��$�,
Ψi ∈ {θi, φi, ψi}

����������2����&A6NLS!#�a�E� 0�^��$���o�*��AY�&���$+�5���A���
i

@ �A������$^�$X��&���"���$+�0��Z6�*�$��A�R ���&�&f>

∂F

∂β0i

= ni − (p2
0i + p2

i + 2d2
i ),

�;�3 & Q 	

∂F

∂βi
= mi − 2p0ipi,

�;�3 & : 	

∂F

∂Ψi

=
∂Lb

∂Ψi

+
∂Ωf

∂Ψi

,
�;�3 �4H 	



;�3 �V3�IR�� �������!= E�&?����� ��k��������������$+�0�2����!#$ F �

@ ������� @ �_���EY#�k,���J�$���,X�����_��&��� �����!#$X,���$����A�C6#>

ni =
∑

� σ

fF (ε � σ)
∂ε � σ

∂βoi
,

�;�3 � � 	

�$�,^�����k�"���&��A��*�,��U!Lj�����_������$X,���$����A�C6 @ �EY#�>

mi =
∑

� σ

fF (ε � σ)
∂ε � σ

∂βi
.

�;�3 � & 	

e �����>

fF (ε � σ) =
1

exp(βε � σ) + 1
,

�;�3 �4� 	
��������� ������"�� d K ����� K,����Z������9�*V����!#$DLS*�$� �����!#$ LS!#�p�����I�Z�0�2����� @ �A���B��$�����<6 ε � σ

3 6 � 0�
9�!#��!#$��� ��h�<#���$�<#�1�$X,������AY�2���AY#� @ �A���K���������� ��g��!N�����)�$�<#&���� Ψi

��$ 6 o 3��;�3 �4H 	a E�$m9��
�E�����&A6�LS!#*�$�,X9+6p�����W�$��&A6����� E�&?,��APQ������$+���1�2����!#$p!L 6 o 3 �;�3 & (
	(> @ �������E��U,������AY�2���AY#���R!L
�����R<#���$�,7 E�$�!#$��� E�&���!����$+���1�&�����5 �!#"���*V����, @ �A��� 6 o���3 �;�3 � : 	l�$�, �;�3 &4& 	���MLS!#&�&�! @ ��>

∂Ωf

∂Ψi

= −kBT

Zf

∂Zf

∂Ψi

=
∑

jk

∑

σσ′σ1

tjk
∂

∂Ψi

(

zkσ′σ1
z†jσ1σ

)

〈f †
jσfkσ′〉

=
∑

δ

∑

σσ′σ1

ti,i+δ

[(

∂ziσ′σ1

∂Ψi

)

z†i+δ,σ1σ〈f
†
i+δ,σfiσ′〉 + zi+δ,σ′σ1

(

∂z†iσ1σ

∂Ψi

)

〈f †
iσfi+δ,σ′〉

]

,

�;�3 �G; 	

@ ������� δ
&1�9���&��p�&�&O�����;$�����<#��9�!#���p!Lk�����;���A���

i
 �!#$�$��� �����, 9+6 �����I��!#������$�<

ti,i+δ

3
45��� &1��Z�5*�$�/�$�! @ $Xo�*��$+���A�C6#>V�����  0����"��� E�&Q��!����$+���1�& µ

>����a,���������"���$���,���!����2�����ZL 6������
 �!#$�,��A����!#$�LS!#�a����� ��!�0�&?��&��� �����!#$^,���$����A�C6#>

Nel =
∑

� σ

fF (ε � σ).
�;�3 �0(
	

��� � 2 ��,/. � *K9?,8)  = � )5, � * � � * ��= ��0 � ) � .`9:0
\C$ !#��,����N��!-!#9V�0���$ *�$�9��1�����, ������*�&A���p!#$��m����!#*�&�,  E����Z6D!#*V�p E�&� �*�&1�2����!#$���!#$ &1���<#�
 �&�*��Z��������3R45�����O E�$m9��W� � �!#"���&���������,X9+6^�0�/���$�<N��$+��!N� � �!#*�$+�g��������!=,��� ��A�C6�!Li���Z���������
�������� @ ���� 0�m�&�&�! @ �5��!� �!�Y#���O�����k��$+�������_&1�2������ �� 9+6X��"N�&�&?*�$��A�O ���&�&���3�� ���O*��O �!#$�����,����
����� LS����"���!#$��� U"N�2����� '���$p�����_"�!#"���$+��*�" ��������������$+�0�2����!#$?>

H =
∑

���
′

∑

σσ′

f †�
σM

σσ′
���

′ f � ′σ′ .
�;�3 �4F 	

\q���_��&���"���$+���k����)LS!#*�$�,.�� LS!#&�&�! @ ��3 6 � 0�%��!#���A����!#$mY#�� ���!#���
i

!La�$%���9��A������Z6;�2��!#"
��$ �F��������!=,��� ; �&�*��Z�����X E�$ 9��%,��� �!#"���!#����, ��$+��!D�F��*�" !L)��������!=,��� ��A�C6DY#�� ���!#��� !

1
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�$�, !
2

> ��*� 0�I�����2�
f †

i+n � 1+m � 2 = f †
i

LS!#�g�E� 0� {n,m} > �$�,%��Y#�� ���!#� δM

&1�9���&���$�<��&�&
��$���o�*��AY�&���$+�R���A�����

i @
�A������$p�����_*�$��A�5 ���&�& �

�
i = n

!
1 +m

!
2 + δM .

�;�3 �0O
	
45��������LS!#���>�LS!#�a�����_&�!= E�&

β0

������"]!#$��_<#������>

Mσσ���
′(β0) =

1

N

∑

i

β0ie
i(
� − � ′) � i =

1

N

∑

cells,δM

β0δM
ei(
� − � ′)(n � 1+m � 2+δM ).

�;�3 �4Q 	

��*��Z��������"�!#���>��$+6^�&�&�! @ ��, @ �EY#�_Y#�� ���!#���% E�$^9��_,��� �!#"���!#����,X��$+��!�����*�"X>
�

= � + � ,
�;�3 �4: 	

@ �A���)�U ����Z�0���$kY#�� ���!#� �
�����2�j6=����&�,��l�O��&1�$�� @ �EY#� @ �A���)��������!=,��� ��A�C6g!L��O<#�AY#��$�b`���EY����

&1�2������ ��g9+6p���2�����ZL 6=��$�<������ LS!#&�&�! @ ��$�<) �!#$�,��A����!#$���>

ei ��� 1 = 1, ei ��� 2 = 1,
�;�3 ;0H 	

@ �������E��`�$��������!#�����1�2���`Y#�� ���!#� � ���M 0��!#����$7��!_<#��$������2���O�  �!#"���&������a�����c!L�Y#�� ���!#�����M3
) ! @ > 6 o 3 �;�3 �4Q 	` E�$X9��_��� @ ���A������$^9+6p�0�/���$�<7��$+��!7� � �!#*�$+� 6 o���3 �;�3 �4: 	`�$�, �;�3 ;0H 	(>

Mσσ���
′(β0) =

1

N

∑

δM

β0δM
ei( 	 − 	 ′+ � − � ′)δM

∑

cells

ei( 	 − 	 ′)(n � 1+m � 2).
�;�3 ; � 	

e ! @ ��Y#����>
∑

cells

ei( 	 − 	 ′)(n � 1+m � 2) =
N

NC

δ 	
	 ′ ,
�;�3 ; & 	

@ ������� NC

���5��$�*�")9����5!Ll�2��!#"��a��$������ *�$��A�5 ���&�&f>V��!������2�5����� ���2����!
N/NC

<#�AY#���a�����
$�*�")9���� !L`*�$��A�  ���&�&�� $�����,���,I��!^ �!�Y#���k� @ ��!#&��� �&�*��Z����� @ �A��� N

���A������3�45����� ����,�*� ����
�����_��$��A���1�&�"N�2����� '

Mσσ���
′(β0)

,�! @ $K��$+��!7�79�&�!= 0/#dC,��1�<#!#$��&�!#$�� @ �A���p�����_9�&�!= 0/���>

Mσσ�
� ′(β0) =
1

NC

∑

δM

ei( � − � ′)δMβ0δM
.

�;�3 ;0� 	

� $��&�!#<#!#*���&A6#>2�����5!P dC,��1�<#!#$��&���$)������$���$�,��� ����l"N�2����� '
Mσσ′
���

′ (β)
�0�/���i�g����"���&1��h9�&�!= 0/#d

,��1�<#!#$��&Q��������>

Mσσ′

�
� ′(β) =
1

NC

∑

δM

ei( � − � ′)δM βδM
· τ σ′σ.

�;�3 ;4; 	

����$��&�&A6#>������_/���$������� ��$�����<6�������"]���E�,���>

T σσ′
���

′ =
1

N

∑

ij,σ1

ei
� � itijz

†
iσ1σzjσ′σ1

e−i
�
′ � j

=
1

N

∑

i

ei(
� − � ′) � i

∑

δ

e−i
�
′
δti,i+δ

(

zi+δz
†
i

)T

σ′σ
,

�;�3 ;=(
	



;�3 �V3�IR�� �������!= E�&?����� ��k��������������$+�0�2����!#$ F4�

�$�, �2L �����7,��� �!#"���!#���A����!#$�� �;�3 �0O
	)�$�,��;�3 �4: 	��$�, ��*�9�����o�*���$+�^����"���&��AJ� E�2����!#$��k�����2�
LS!#&�&�! @ LS��!#" 6 o���3 �;�3 ;0H 	a�$�, �;�3 ; & 	`!#$��_!#9V�0���$���>

T σσ′

�
� ′( � ) =
1

NC

∑

δM

ei(G−G
′)δM

×
∑

δ

e−i(K+G
′)δtδM ,δM+δ

(

zδM+δz
†
δM

)T

σ′σ
.

�;�3 ;0F 	

e ��$� ��> @ �I���EY#�%����,�*� ���,G�����;/���$������� ;��$�����<6B"N�2����� '
T σσ′
���

′

��$+��!-,��� �!#*���&���,G9�&�!= 0/��
&1�9���&���,^9+6�Y#�� ���!#���

�
3 K *��_��!7�������a�����$��ZLS!#��"N�2����!#$?>V!#$��_ E�$K����&��A�R�7&1���<#�

2N × 2NLS����"���!#$��� �"N�2����� '
Mσσ′
���

′

> @ ���� 0�- �!#$������Z����!L Mσσ�
� ′(β0)
>
Mσσ′

�
� ′(β)
>i�$�,

T σσ′
���

′

������"���>
��$+��!

N/NC

��"N�&�&����
2NC × 2NC

"N�2������ ���� � L � ���!#�p� @ ! ��$+�������X! @ ��$�<F��!-�����%������$
,���<#��$������ �6 	(3 45�����U����"���&��AJ� E�2����!#$^<#�AY#���g�N �!#$�����,������9�&��k����"��k<+���$K,�*�����$�<N$�*�"������� E�&
 E�&� �*�&1�2����!#$���3h\C$�,�����,?>V��������5*���*��& @ !#��/�&�!+�,���$7�g,��1�<#!#$��&���8E�2����!#$k�&�<#!#���A����"[��� ∼ N3� � (�;  >j�����N$�*�")9����W!La!#�������2����!#$%$�����,���,:LS!#�k,��1�<#!#$��&���8E�2����!#$m!L5��"N�&�&���� "N�2������ ����_���
∼ N

NC
·N3

C = NN2
C

3l45�����i"��E�$��l�����2�M�����R�Z6="�"������Z6�����,�*� �����!#$7"N�/���M�����R�('V�� �*V����!#$
����"��R!Lh�W����!#<#���"

(N/NC)2 ����"����i"�!#���O���� �����$+�R��c �!#"��������,N��!)�k�Z�������<#�+��LS!#� @ ���,� 9���*V��� LS!#�� �� ��,��1�<#!#$��&���8E�2����!#$�!Lj�����
N ×N

"N�2����� 'Q3
� ��J�$������I�������k�=�� �����!#$I!P-9+6I��Y�&�*��2����$�<N�����7&�!= E�&���&��� �����!#$.�$�,I"N�<#$�������8E�2����!#$

,���$����A�C6#>

〈f †
iσfiσ〉 =

∑

�

Ψ†
iσ( � )Ψiσ( � )fF (ε � σ),

�;�3 ;=O
	

∑

σσ′

〈f †
iστ σσ′fiσ′〉 =

∑

σσ′

∑

�

Ψ†
iσ( � )τ σσ′Ψiσ′( � )fF (ε � σ),

�;�3 ;0Q 	

@ ������� ε � σ

����i����<#��$+Y�&�*����j!LV����� e �"���&A��!#$��1�$ �;�3 �4F 	 �$�,
Ψ†

iσ( � )
����M�����c �!#����������!#$�,=d

��$�<W���E�&Q����� �� ����<#��$+Y#�� ���!#����3i\C$p!#��,����c��!�>V��Y�&�*��2���O��������� �EY#�����<#��� @ � ��$+����!=,�*� ��OJ����Z�
�� ����Z�0���$^*�$��A�0��Z6N�����$��ZLS!#��"X>

g � σ =
∑

�
Φ†

� � σf � σ,
�;�3 ;0: 	

@ ���� 0�X,��1�<#!#$��&���8����c�����_"N�2����� ' Mσσ′
���

′

��!������2�E>

∑

� �
′

∑

σσ′

f †�
σM

σσ′
���

′ f � ′σ′ =
∑

� σ

g†� σε � σg � σ.
�;�3L(GH 	

) ! @ >�*�����$�<���������!#*��������a�����$��ZLS!#��"X>

f � σ =
1√
N

∑

i

e−i
� � ifiσ =

∑

i

U � ifiσ,
�;�3L( � 	

�$�, 6 o 3 �;�3 ;0: 	(>�!#$��) E�$m�('V���������k�N���E�&j����� ���!#�������2��!#�
fiσ

��$K������"��U!LM����� ��!#*��������
�����$��ZLS!#��"���,^!#�������2��!#�

g � σ

>

fiσ =
∑

� �

U †
i
� Φ � � σg � σ.

�;�3L( & 	
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e ��$� ��_�����_&�!= E�&Q��&��� �����!#$K�$�,^"N�<#$�������8E�2����!#$�,���$����A�C6^���E�,?>

〈f †
iσfiσ〉 =

∑

���
′ �

Φ†
� � σU � iU

†
i
�
′Φ � ′ � σfF (ε � σ),

�;�3L(G� 	

∑

σσ′

〈f †
iστ σσ′fiσ′〉 =

∑

σσ′

∑

� �
′ �

Φ†
� � σU � iτ σσ′U

†
i
�
′Φ � ′ � σ′fF (ε � σ),

�;�3L(�; 	

6 o�*��AY�&���$+��&A6#>��2L �����`����,�*� �����!#$p!Lh�����g"N�2����� '
Mσσ′
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′

��$+��!),��� �!#*���&���,^9�&�!= 0/��a&1�9���&���,�9+6
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〈f †
iσfiσ〉 =

∑

	 �

� � ′

Φ
†( 	 )

� � σU 	 + � ,iU
†
i, 	 + � ′Φ

( 	 )

� ′ � σ
fF (ε( 	 )

� σ ),
�;�3L(4(
	

∑

σσ′

〈f †
iστ σσ′fiσ′〉 =

∑

σσ′

∑

	 �

�
� ′

Φ
†( 	 )

� � σU 	 + � ,iτ σσ′U
†
i, 	 + � ′Φ

( 	 )

� ′ � σ′fF (ε( 	 )
� σ ).

�;�3L(GF 	

����� � � *K. � � 
 0�. � , �   =
e ����� @ �W����! @ ��! @ ��!N,���������"���$��_�����k����� !L @ �EY#�)Y#�� ���!#����� � } LS!#�R�����kY#���Z���� E�&��$�,,��1�<#!#$��&`� ' �Z������������> @ �������E��)����� { � } �����)LS!#�k������b ' �Z�����������W E�$:9���LS!#*�$�,-��$:�
����"���&1��iL �������!#$?3

� � � �� � � ,������ &! � ��,.��� ���
' !#$�����,����g�� �7J����Z� �('��"���&��W�$

8 × 8
 �&�*��Z����� @ �A���KY#���Z���� E�&l� ' ,�!#"N���$ @ �&�&��O�������
d

���2����,m9+6
d = 4

&1�2������ ��_����� ���$�<#�g��U����! @ $;��$ ����<�3�;�3 � � � 	(3R45���W��"N�&�&����Z�O*�$��A�U ���&�&h��$
�������  E����� �!#$������Z���_!L5�p��! @ !La����<#�+�k�2��!#"�� ����������$�,��� �*�&1��g��!p�����7�Z������������3 � $��7��"�d
"���,��1�2����&A6�J�$�,��R� @ !���������!=,��� ��A�C6�Y#�� ���!#��� !

1 =
(

4
1

) �$�, !
2 =

(

0
2

) > @ ���� 0�X���2�����ZL 6������
 �!#$�,��A����!#$

f †
i+n � 1+m � 2 = f †

i

�$�,% �!#$��Z���A��*V���7�^b`���EY���� &1�2������ ��3W\q��� ���� �������!= E�&l&1�2������ ��
���g 0������ ���������8���,I9+6 @ �EY#��Y#�� ���!#��� { � } ���2�����ZL 6=��$�<�����o�*�������"���$+��� �;�3 ;0H 	(3_\C$mL � �� !#$��!#9V�0���$��a� @ !���$�,�������$�,���$+�U�������R!Ll��!#&�*V����!#$���>

� 1 =
2π

8

(

2lx
0

)

, � 2 =
2π

8

(

2(lx + 1)
4

)

, @ �A��� 0 ≤ lx ≤ 3.
�;�3L(4O
	

45���g$��('=�a�Z�����p���i��!kJ�$�,^�������!#�����1�2���5Y#�� ���!#��� � �����2�a����U$��� ���������Z6N��!W���� �!�Y#���a��$
6 o 3 �;�3 �4: 	a�� �!#"���&������ �����O!L������k�&�&�! @ ��,p"�!#"���$+�0��<#�AY#��$^9+6#>

�
=

2π

8

(

mx

my

)

, @ ������� 0 ≤ mx(y) ≤ 7.
�;�3L(GQ 	

' ���Z�0���$�&A6#>?���������7���_!#$�&A6m!#$��7����o�*�������,IY�&�*���!Lc�����
x
dC �!#"���!#$���$+�_!L � Y#�� ���!#��>j�f3 �3A>

Kx = 0
> @ �������E��R�����_$�*�")9����R!L�$�����,���,XY�&�*���� Ky

���5<#�AY#��$X9+6������_���2����!�!Ll��&���$��E��
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����� �����

����<#*���� ;�3 � � � � 	 5 ���Z���� E�&j� ' �Z���������_��������> �A���5*�$��A�R ���&�&f>��$�,^� @ !N��������!=,��� ��A�C6�Y#�� ���!#���
!

1 =
(

4, 1
) �$�, !

2 =
(

0, 2
) 3��S9 	 K �1�<#!#$��&�� ' �Z���������W��������>?�A���U*�$��A�g ���&�&f>Q�$�,m� @ !

��������!=,��� ��A�C6�Y#�� ���!#��� !
1 =

(

1, 1
) �$�, !

2 =
(

4,−4
) 3

,���"���$�����!#$%�&�!#$�<������
y
,������� �����!#$I!L`�����7 �&�*��Z�����W�$�,I�����7 �!#����������!#$�,���$�<X����8���!Lc�����

*�$��A�R ���&�&f>V�f3 �>�!#$��_$�����,��O����<#�+�5Y�&�*�����3 � &A��!#<#����������>�!#$�� J�$�,���>

� =
2π

8

(

0
ny

)

, @ �A��� 0 ≤ ny ≤ 7.
�;�3L(G: 	

\q�M�����E��Z6k��!gY#�����AL 6k�����2�������a���������;�3L(4O
	j�$�,��;�3L(G: 	h<#��$������2���5�&�&������5�&�&�! @ ��,)"�!#"���$+�0�
�%<#�AY#��$^9+6 6 o 3 �;�3L(GQ 	(3

� � � ��
 � ��&!�!1!��&! � ��,.��� ���

� �c�����&�&+$�! @ ,����� �*����j��! @ !#$��c E�$_�0�/�`�,VY�$+�0�<#�c!LV�����i��������!=,��� ��A�C6g!L��$W�$��&�!#<#!#*��
Q × QU �&�*��Z����� @ �A���)�U,��1�<#!#$��&+�Z���������`��������`,������� �����,���$ ����<�3 ;�3 � �S9 	(3 � ��������Y=��!#*���&A6#>2�����
��"N�&�&����Z�`*�$��A�5 ���&�&� �!#$������Z���5!L��W��! @ !Lh����<#�+�R�2��!#"��a�&�!#$�<k�����

x
dC,������� �����!#$?3 e ! @ ��Y#����>

��������������!=,��� ��A�C6^Y#�� ���!#���k�����$�! @ <#�AY#��$I9+6 !
1 =

(

1
1

) �$�, !
2 =

(−4
−4

) 3 e ��$� ��> LS��!#"
6 o 3 �;�3 ;0H 	(>�!#$�� J�$�,��R����� LS!#&�&�! @ ��$�<W���� �������!= E�&?&1�2������ ��UY#�� ���!#����>

� 1 =

(

0
0

)

, � 2 =
2π

8

(

l
8 − l

)

, @ �A��� 1 ≤ l ≤ 7,
�;�3 F4H 	

@ �������E��U�������!#�����1�2���UY#�� ���!#��� � >�$��� ���������Z6X��$ 6 o 3 �;�3 �4: 	(>�����_������ �������&A6N����� ���"��_��
����!#��� LS!#�a����� 5 � ' �Z���������> ��59�!���X�Z����*� ���*������O���EY#�_�����_���"�� *�$��A�R ���&�&f3
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����� � 0�� 
 ��0�, � 9�� �  ��, � *K9:03,/9l*D* �  ) � .`9:0�=

� $ ��"���!#�Z�0�$+��LS�E�2��*����%!LW����� e � ���p�����2�X�A�X!�Y#�������Z����"N�2�����X9+6BL ��p�����I����$�,���$� �6
��! @ ���,��R�Z6="�"������Z6p9����E�/���$�<7�Z�0�2�����R����$� ��g�������5"�������!=,^*V��������&A6���<#$�!#�����5��&��� �����!#$^ �!#� d
����&1�2����!#$���3%45��������LS!#���>c!#$��p����!#*�&�,-�('V���� ��7�����2�7��$� �&�*�����!#$:!LR�����p �!#������&1�2����!#$:��PQ�� ����
"�!=,��AJ����l �!#$�����,������9�&A6W�����5,����Z������9�*V����!#$)!L� 0�����<#�O�$�,7������$�,���$����A�C6���$7� �Z���������5��������>
�������� ��1�&�&A6����!#*�$�,X$�!#$�"N�<#$������� K�� � @ �������_�����_ �!#������&1�2����!#$� �!#������ �����!#$��O����_&1���<#�3

4j!���&�&�*��Z�����2���U�������R��!#��$+�E> @ �k �!#"������� ��$ ����<�3 ;�3 & �����_&�!= E�&?��!#&�� nh(lx)
���V3LO
	5�$�,

"N�<#$�������8E�2����!#$
Sπ(lx)

���V3 Q 	),���$����A�C6 �� @ ��&�&R��7,�!#*�9�&��^!= � �*����$� �6 D(lx)
���V3 � F 	W!L

�����_J�&�&���, 5 � ' �S&���L � 	a�$�, K � ' �S����<#�+� 	`�Z���������_����������OLS!#*�$�,X���A�������R��$^����� e � �S!#����$
 ����� �&���� 	k!#�7�Vb � � J�&�&���,: ����� �&���� 	k��$:����� e *�9�9����,F"�!=,���& @ �A��� U = 6t

�2�
x = 1/8

3
45���W E�&� �*�&1�2����!#$��5���EY#�)9�����$K E���������,K!#*V�U!#$m��&1���<#�

128 × 128
 �&�*��Z����� @ ���� 0�;�&�&�! @ �

!#$��p��!I!#9V�0���$-*�$�9��1�����, ������*�&A�N�2�������^&�! @ ����"��������2��*����
βt = 100

3-\C$ �<#������"���$+�
@ �A���������  E�&� �*�&1�2����!#$��`!LVIR��L 3�� � > @ �_$�!���g�����2�a����� ��!#&��g,���$����A�C6 nh

�2�R$�!#$�"N�<#$������� 
K�� �W���k����,�*� ���,:$��E���&A6;� @ �� �����$I�����p�Vb � ��k �!#"��������,%��!^�����N �!#����������!#$�,���$�< e �
Y�&�*��>2����<+���,�&�������!LV�����`�Z���������i,������� �����!#$?3l�=*� 0���O�Z����!#$�<U"�!=,��AJ� E�2����!#$gLS!#&�&�! @ �h,������� ���&A6
LS��!#" �����RL � ��c�����2�c�����O!#$�&A67��!#������9���&��A�C6)!L?,�!#*�9�&��O!= � �*����$� �6�����,�*� �����!#$N��$7����� e � ���
��!���*������������O�����k��&��� �����!#$X,���$����A�C6X&�!= E�&�&A6N�2�R�����k���A����� @ �A���^Y�$���������$�<7"N�<#$�������8E�2����!#$� K�� � 	(3M\C$� �!#$+������Z�E>#�����O�Vb � !PQ�����M�g��!#������9���&��A�C6 ��! !#�V����"���8��c�����a!#$=dC���A���a��$+������� �����!#$
9+6F�$ �,�,��A����!#$��&iY����1�2����!#$��&c������"���������>i�f3 �3A>i�����p9�!#��!#$-J���&�,

di

3-\C$�,�����,?>`,�!#*�9�&��
!= � �*����$� �6

D
����! @ ���I,����Z����$� ��7"���$���")*�" �2�7����� K�� ��&��E�,���$�<;��!%�I"�!#���^�������E�,

!#*V�� 0�����<#�^�$�,F������$-,���$����A�C6:����!J�&���� @ �A���-���������� ��7��!m�����p!#$����)LS!#*�$�,-��$:����� e � 3
\C$p �!#$+������Z�E>�9�!���p�������!E'V��"N�2����!#$76=����&�,p�)$������! @ $��Y�<\]�"1F��� �Z���������U����Y#�E�&���$�<)�A���`"�!#���
&�!= E�&���8���,7 0������ �������>���` �!#"��������,���!W�����OY#���Z���� E�&�!#$��> @ �A���N&�! @ ���`,�!#*�9�&��O!= � �*����$� �6

D
�$�,K����$� �����"�!#���_L �EY#!#���9�&��W�EY#�����<#�W!#$=dC���A���k��$�����<6 @ ���� 0�m�Z�0�9���&���8����5�����kLS!#��"����

�Z��������� ��������k��$������_�Z����!#$�<� �!#*���&���$�<�����<#��"�� ��R,����� �*�������,K9���&�! @ 3
IR��"N���/2�9�&A6#>���$. �!#$+������Z�W��!m�Z��*�,������ @ �A������$I����� e � !L ' ����V�����"�V>������N����������$+�

 E�&� �*�&1�2����!#$��M�����ZLS!#��"���,N!#$N&1���<#�O �&�*��Z�������c6=����&�,�&�!= E�&�&A6)�Z�0�9�&��O���&AL1dqJ�&�&���,��Z�����������`9�!���
��$������ e � �$�,K�Vb � @ �A����!#*V�R�$+6p$��� ��������A�C6^!Ljo�*��,���*���&���$�<7!Lh�����_��������!=,^�&�!#$�<W�����
�Z�����������59+6^�$X�,�,��A����!#$��&�!#$=d @ �&�& � K�� 3�45��� !#9V�0���$���, e 5 � ' �$�,^�A���5,��1�<#!#$��&����A���(d
 ���$+��������, � e K � ' 	5 �!#*�$+����������Z�U�Z���������_�Z����*� ���*������g����k����! @ $K��$ ����<�3 ;�3 �V3 � <+���$?>�!#$��
J�$�,��g����"N�&�&����R�Vb  0�����<#�k"�!=,�*�&1�2����!#$^�$�,m���Z����!#$�<#���O������$K��!#&1�����8E�2����!#$�!Ll����� � �
,�!#"N���$��k��$.����� e � 3 ) !���>M��! @ ��Y#����>i�����2�) �!#$+������Z6%��!K�����NJ�&�&���,. E����>c�K$������! @ ���
 0�����<#� �$�,�������$�����!J�&��>�LS!#*�$�,���$N9�!����"�������!=,���>=!L ����� >�*�5�Y�^c���� �Z��������� @ �A���N���������� ��
��!k�����U,��1�<#!#$��&�!#$��U���`����������$+�E3WPX!#����!�Y#����>�9�!���p�������!E'V��"N�2����!#$��M��$�,��� E�2���R�����2�c�����
e 5 � ' �Z����*� ���*����7�Z����!#$�<#���_����,�*� ����_������,�!#*�9�&���!= � �*����$� �6

D
3)45��������LS!#���>j9������,%!#$

����<#��3�;�3 & �$�, ;�3 �V>M!#$��� E�$F �!#$����� ���*����������2�����������^����N� @ !I��!#������9�&��N<#��!#*�$�,F�Z�0�2�����
LS!#��,�!#����, e *�9�9����, "�!=,���&f>`��$F�����K���E�&����Z���� p�Z����!#$�<. �!#*���&���$�<%����<#��"��>`�f3 �3A>5�IJ�&�&���,
,��1�<#!#$��&h�Z���������W����������$�,;�����&AL1dqJ�&�&���,pY#���Z���� E�&�!#$��3g\C$KL � ��E>Q9�!���m�Z����*� ���*������ ���EY#�
9�����$;!#9������ZY#��,I��$ �j� '2� � �����WLS!#��"���� @ ��ULS!#*�$�,;���!#*�$�, x = 0.02

� ( & � (�;  > @ �������E��
�����U&1�2�������

�

�2�a�k����<#�����
0.06 ≤ x ≤ 0.125

,�!#����$�<k&���Y#��& � & �  3 e ��$� ��U�A�`������E����c�����2�
������J�&�&���$�<^�$�,%!#������$+�0�2����!#$;!L K�� �W����7��$�,�����,% �&�!#����&A6;����&1�2����,%��$;�����7 �*������2������3N\C$
!������� @ !#��,���>Q� /0��� �5~ �����)*�$ K�� �O����$�,X��!�9��k�&���<#$���,pY#���Z���� E�&�&A6 �2��!#����8�!#$+�0�&�&A6#> @ �������E��
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����<#*���� ;�3 & � � != E�& ��!#&�� nh(lx)
� ��!#� 	i�$�,N"N�<#$�������8E�2����!#$

Sπ(lx)
�S���� �!#$�,���! @ 	i,���$����A�C6

�� @ ��&�&g��N,�!#*�9�&��K!= � �*����$� �6 D(lx)
�S9�!����!#"�	�!L �����XJ�&�&���, 5 � ' �S&���L � 	7�$�, K � '

�S����<#�+� 	R�Z���������W����������gLS!#*�$�,;�2�U����"��������2��*����
βt = 100

��$K����� e *�9�9����,;"�!=,���&h!#$I�

128 × 128
 �&�*��Z����� @ �A��� U = 6t

�$�,
x = 1/8

3 � ����$ � J�&�&���, 	c ����� �&����5����! @ �����_������*�&A���
!#9V�0���$���,^��$p����� e � �f�Vb � 	(>����������� ����AY#��&A6#3

�����)*�$ !#$����O����_"�!#��� �Z�0�9�&�� ,�*�� ��!������_,��1�<#!#$��&?������$�<#��"���$+�E3
45�����5��"���!#�Z�0�$+�`����!#�����Z�C6N���5�&���!)������$^��$p4��9�&���;�3 � ����! @ ��$�<)����� e ��Z������� �$�,X�Vb

"��E�$=dqJ���&�,�LS�����R��$�����<6��&�&VLS!#*��M�Z���������R�����������>V�$�,7LS!#�i �!#"���&�������$�������>=�&���! �����O��$�����<6
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����<#*����2;�3 � � 45���O���"��O��c��$ ����<�34;�3 & 9�*V�cLS!#�M�����O���&AL1dqJ�&�&���,�� ' �Z������������3 � ����$ � J�&�&���, 	
 ����� �&����5����! @ ���_������*�&A���R!#9V�0���$���,^��$������ e � �f�Vb � 	(>����������� ����AY#��&A6#3

!Ll�����k*�$��ALS!#��" 7WP �$�, � � �����������>�LS!#�R� @ !���������������$+�0�2���AY#�WY�&�*����R!Ll����� ' !#*�&�!#")9
������*�&�����!#$?>l�f3 �3A>

U/t = 4
�$�,

U/t = 12
3 ��!#�W �&1����A�C6#>j����������������7�����&����Z����,.��$.�����

��$� ����E�����$�< ��$�����<6)!#��,����lLS��!#" 9�!����!#" ��!g��!#�?3��������Z�l!LQ�&�&V$�!���a�����2�l�����5!�Y#�����&�&V!#��,����
��$p����� @ �E�/^ �!#*���&���$�<�����<#��"�� U/t = 4

���5������ �������&A6p�����_���"��_��$^9�!���^"�������!=,���3 K *��
��!k��&��� �����!#$� �!#������&1�2����!#$���>+��$������O�Z����!#$�<k �!#*���&���$�< ����<#��"��

U/t = 12
>�� ����$�,���$� �6�!LQ�����

e � ��!�����!#"�!��� ����� � �F��������k������*�&A���O��$p�����k��$+������ 0���$�<#��,K!#��,����R!L������ e 5 � ' �$�,
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e � �Vb �
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��������

F/t; 7WP − HV3 QG; &4& 7WP − HV3 :4Q4Q0(
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��& 7WP HV3 F4Q4:4H 7WP − HV3L(GHG;0H
e K � ' − HV3 &�� Q4� e K � ' − HV3L(G�4�4:
e 5 � ' − HV3 �G;=(�; � � − HV3L(G�4:4�
� � − HV3 �4F0O4( e 5 � ' − HV3L(GF4Q4:
5 � ' − HV3 ;4; � F 5 � ' − HV3L(4O4( �
K � ' − HV3 ;0FG;0: K � ' − HV3L(GQ &��

4��9�&�� ;�3 � � ' !#"����������!#$7!L������RLS�����R��$�����<6 F �����i���A���R��i!#9V�0���$���,7LS!#�lY�����!#*��M����������
��$)����� e *�9�9����,7"�!=,���&=LS��!#" ����� e � �$�,��Vb � ��$)����� @ �E�/��S�Z����!#$�< 	j �!#*���&���$�<g����<#��"��
U = 4t

�
U = 12t

	(>?���������� ����AY#��&A6#>j�2�g����"��������2��*����
βt = 100

!#$%�
128 × 128

 �&�*��Z�����
@ �A��� x = 1/8

3

� �m�Z����*� ���*������c��l �!#"��������,)��!g�����O�Vb � >��$ @ ���� 0�)����� e 5 � ' �Z���������a��������5����L �EY#!#����,
!�Y#���k����� � �G!#$��3 PX!#���N��"���!#�Z�0�$+��&A6#>h�2�

U = 12t
>�!#$���,�!=���kJ�$�,%�����2�k����� e 5 � '

������������U������LS��������,;!�Y#���g����� e K � ' !#$��>?�$�,I�&���!�>������2�U�����WJ�&�&���, K � ' �Z����*� ���*��������
����!#"�!����,^!�Y#���5�����_ �!#����������!#$�,���$�< 5 � ' !#$��3

� ���k*�� $�! @  �!#"�������)������,���$����A�C6;!L`�Z�0�2�����
N(ω)

!#9V�0���$���, @ �A������$m����� e � �$�,
�Vb � LS!#�������aJ�&�&���, 5 � ' �$�, e 5 � ' �Z���������a����������M����! @ $���$ ����<�3�;�3 ;�3�45������J�<#*����R�&���!
��"����������8����k��������"���!#�Z�0�$� ��7!LR�X����!#�����_�����E�2��"���$+�W!L5��&��� �����!#$. �!#������&1�2����!#$�� @ ���� 0�
"�!=,��AJ����R�����)!�Y#�����&�&j��������)!L

N(ω)
3g\C$�,�����,?>Q����� @ ��,V���m!LM����� PX!���Zd e *�9�9����,m<+��

9���� @ ����$-����� � e b �$�, � e b ��$%����� e � >�<#�AY#��$:9+6
∆HA = 2U〈Sz〉 LS!#�)�K*�$��ALS!#��"

� � ��������>Q���O!�Y#�������Z����"N�2����,;�&�"�!#�Z�R� @ �� ��)��U �!#"��������,X��!N�����W!#$��k!#9V�0���$���,K��$X�����
�Vb � 3 � � @ �)���EY#�7�&����E�,V6^,����� �*�������,?> �Z�����������g����W 0������ ���������8���,;9+6X�����W�('V���Z����$� ���!L
�,�,��A����!#$��&Q9��$�,�� @ �A������$p����� PX!���Zd e *�9�9����,X<+��?3 � �R����� K�� �U �!#$+������9�*V����$�<���!7�����
"���,=dC<+��^�Z�0�2����� ���� � K > �������O����Z�U!LM����� e ��Z������� K � �X��������")9�&����O�����k����<#�+�ZdC9���$�,���$�<
K � �I!L5� � K  0�����$ @ �A���%���E�/��W�2�k�����7��,�<#����� cK� 3�����<#��3.;�3 ; � �V> 9 	  3 e ! @ ��Y#����>l"�!#���
�������E�,K!#*V�U�VbB 0�����<#�k�$�,X������$X,���$����A�C6p����!J�&�����> ��R �!#"��������,p��!7����� e ��Z�������_!#$�����>
������*�&A�`��$��k&������` �&��E��c 0������ ������`!L?�����U"���,=dC<+��7����<#"���$+�a!L

N(ω)
� cK� 3�����<#��30;�3 ; �S > , 	  3

� �W��"����������8��_�����2�U9�!���K���&AL1dqJ�&�&���,^�Z����*� ���*������ ����k"����0�&�&��� @ �A���X����� ������"��h��$�����<6
&A6=��$�<O��$�����,��M�����`"���,=dC<+��_�Z�0�2�����l�$�,k���������j�Z�0�9���&��A�C6g��������*�"N�9�&A6_�����Z���l!#$k�����c����Z���1�&�&A6
��*���������������, K � �^�2�5������������"��?��$�����<6#3
� $)��$+���������Z����$�<Uo�*����Z����!#$)��� @ ���� 0�)"��� ���!#�� �!#���� i������"�����������,��� ���,�� @ �����������l�OJ�&�&���,

,��1�<#!#$��&i!#�W���&AL1dqJ�&�&���,IY#���Z���� E�&`�Z���������N��������p���W"�!#�����Z�0�9�&��3;4j!m �&1����AL 6;�������W��!#��$+�
@ �^��$+Y#���Z����<+�2����,F�����^ �!#"��������A����!#$.9���� @ ����$D�����^�Z�����������������������$-����� t

d
t′
d
U
"�!=,���&f3
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��M!#9V�0���$���, @ �A������$)����� e � � �V> 9 	l�$�,N�Vb � �S > , 	

LS!#�a����� ����� J�&�&���, 5 � ' �Z��������� �S&���L � 	(>�,������� �����,X��$p����� &���L �R���$���&��5!L ����<�3N;�3 & > �$�,p�����
e 5 � ' �Z��������� �S����<#�+� 	(>V����! @ $K��$p�����_&���L �5���$���&��R!L ����<�3N;�3 �V3

����<�3W;�3L(.��&�&�*��Z�����2�����7�����;��PQ�� ��^!Lk��$� ����E�����$�< |t′| !#$ �����mLS�����m��$�����<6 F
!L Y�����!#*��

�����������> ��p!#9V�0���$���, ��$ ����� e � �2�p����"��������2��*����
βt = 100

LS!#�
x = 1/8

3 ����!#"
����<�3.;�3L( � � 	 @ �A��� t′ = 0

>j!#$��7J�$�,��k�����2�k���������&AL1dqJ�&�&���,;�Z������������������ �S,��������,:&���$���� 	
����a����<#$��AJ� E�$+��&A67����<#�����c��$�����<6

F
�����$N�����OJ�&�&���,�!#$�� �S��!#&���,N&���$���� 	(>=�������� ��1�&�&A67��$������

&1���<#�
U
����<#��"��>V�$�,������g<#��!#*�$�,��Z�0�2���  �!#$������Z�a!Lj���A�������c����� 5 � ' �

U/t . 4
	i!#� K � '

�Z�������������������� �
U/t > 4

	 � cK� 37�&���!p4��9�&��";�3 � 	O��$%�<#������"���$+� @ �A���;��������"N�&�&� �&�*��Z�����
������*�&A���g,����� �*�������,I��$ ' ����V����� � � cK� 3 ����<�3Z�V3L( � � 	  3 ��*��Z��������>?��$� ����E�����$�< |t′| LS��*��Z�����2���������&1�2���AY#��&A6I�Z����!#$�<#���k����� � � ,�!#"N���$��_!L5����� 5 � ' �Z����*� ���*����N�����$.����� � � ,�!#"N���$��
!L �;$������! @ ��� K � ' �Z��������� � cK� 3 ����<�3V;�3 & 	)��!I�����2�7�����pLS!#��"����������&����E�,V6:*�$��Z�0�9�&��
�2�
t′/t = −0.3

3W�=��")*�&A�0�$���!#*���&A6#> �����)��$�����<6m,��APQ������$� ���9���� @ ����$I�����)���&AL1dqJ�&�&���,m�$�,
J�&�&���,F�Z�����������7<#���,�*��&�&A6.,���"���$�����������3 ����$��&�&A6#>i�������! @ $D��$ ����<�33;�3L( �S �	(>i����� e 5 � '
�Z���������O��������U9��� �!#"����c�����O<#��!#*�$�,��Z�0�2���O!L?�����U�Z6=�Z����" ��$������O����<#��"��

U/t . 4.12
� cK� 3

�&���!N4��9�&��B;�3 & 	(3 e ! @ ��Y#����> ��$� ����E�����$�< U  �&��E���&A6^����!#"�!�����O����� K � ' �Z����*� ���*���� @ �A���
�����k$�*�")9����R!Ll$�!#$�"N�<#$������� K�� �O&�! @ ���R9+6X��L � ���!#�R!L�� @ !7�����$K��$p�����_ E����W!Lj�����
e 5 � ' !#$��3

4j*���$���$�<;$�! @ ��!m�����p�$��&�!#<#!#*��W������*�&A���)!#9V�0���$���,-��$.�����^�Vb � >j�����p��$� �&�*�����!#$.!L
��&��� �����!#$K �!#������&1�2����!#$��R��"�����!�Y#���O����<#$��AJ� E�$+��&A6p�����_LS�����W��$�����<6X!Ll����� 7WP �������� @ �A���
���������� ��5��!k�����g!#$��ULS!#*�$�, @ �A������$������ e � >���`,������� �����,p��$ ����<�30;�3 FV3M45��������LS!#���>���c�����
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"�!=,���& @ �A��� t′/t = −0.3
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�EY#�����<#�_��!#&��g,���$����A�C6^�2�5����� ���&AL1dqJ�&�&���, K�� �R���5$�!���� ��E�9�&A6N��"N�&�&����c�����$X�2�a����� J�&�&���,
!#$������ cK� 3 ����<#��3	;�3 & �$�,/;�3 � 	(>��A�)�&���!K����&����k��!K�Z�0�9���&���8��7���&AL1dqJ�&�&���,I�Z������������>l9��� E�*����
!#$��_<+���$��a"�!#���  �!#������&1�2����!#$���$�����<6 @ ����$X����� $�!#$�"N�<#$������� �2��!#"��R����  �&�!#���g��!7���&AL1d
J�&�&���$�<�3 ) ��Y#���Z������&�������>������)�VbG<#��!#*�$�,K�Z�0�2���k!L������ e *�9�9����,K"�!=,���& �

t′ = 0
	a �!#$������Z���

��!#&���&A6;!L`J�&�&���,%�Z�����������_��$I��������$+����������$+Y#���Z����<+�2����,.����<#��"��
4 ≤ U/t ≤ 14

>j��k����! @ $
��$ ����<�3�;�3 F � � 	(3 \C$+���������Z����$�<#&A6#>5!#$��X���� �!�Y#�����p�������X�����X ���!#����!�Y#����LS��!#" Y#���Z���� E�&R��!
,��1�<#!#$��&a�Z������������*���!#$D��$� ����E�����$�<%!#$=dC���A���^������*�&�����!#$

U
>5�����AL ����,?>`��! @ ��Y#����>R��! @ ���,��

�K����<#�����kY�&�*��
U/t ' 6

�����$-������,��� �����,:9+6.����� e � 3 � $�!�������)����"���&1����A�C6 @ �A���.�����
e ��Z�������U������*�&A���a���i�����2�a��$� ����E�����$�< |t′| ����,�*� ����a�����U�Z�0�9���&��A�C6�!L ����� 5 � ' �Z���������U��������
@ ���� 0�%9��� �!#"����_*�$��Z�0�9�&����&����E�,V6;�2� t/t = −0.15

9���&�! @ U/t ' 7
� cK� 3 ����<�3S;�3 F �S9 	(3

6 Y#��$+��*��&�&A6#>iLS*��Z�������7��$� ����E����^!L |t′| 6=����&�,��)����� e 5 � ' �Z���������p��������X��������^<#��!#*�$�,
�Z�0�2������$.����� @ ��,�� 4 ≤ U/t ≤ 14

����<#��"��N��)��&�&�*��Z�����2����,.��$ ����<�3C;�3 F �S �	(3 PX!#����!�Y#����>
LS��!#" �����k �*��ZY�2��*����W!L������_LS�����k��$�����<#�����O��$ e K � ' �$�, K � ' �Z���������_�����������>�!#$��k E�$
�('V���� ��������2�N�����K���&AL1dqJ�&�&���,F,��1�<#!#$��&5�Z���������X��������;�&���!%�0�/����!�Y#���N�����XJ�&�&���, K � '
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AF = d− 1
�2��!#"��R�E� 0�?3545�����R6=����&�,��O�7��!�0�& $�*�")9����
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nSC
AF + 1
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= 2d.
�;�3 F � 	

� $m������!�������g���$�,?> *�$��A�g ���&�&l!LM�����7b ' �Z�����������g �!#$������Z��� !Li� @ ! K�� � "N�,��)!#*V� !L
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= 2d.
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d
"N�/���79�!��� �Z����*� ���*������
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U/t = 12
> @ ���� 0�D<#�AY#���7�����K���2����!I!L J/t = 1/3 @ �A��� J = 4t2/U

>a9�����$�<:�;Y�&�*��
��������������$+�0�2���AY#�_LS!#� �j� '2� � � �4H  3

\C$ ����<�3�;�3 QV> @ �^����! @ �����X�Vb LS�����p��$�����<6-<+���$-!LO����� 5 � ' �Z���������p�������� @ �A���
���������� ��a��!W����� � �.��������
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t′ = −0.15t
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δFAF

��k�pLS*�$� �����!#$I!La,�!#����$�<
x
>j��_!#9V�0���$���,.�2� ����"��������2��*����

βt = 100
LS!#�

�����
t
d
t′
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U
"�!=,���& @ �A��� U = 12t

�$�, � � � 	 t′ = 0
> �S9 	

t′ = −0.15t
>V�$�, �S �	

t′ = −0.3t
3

�������������R����_����������2����,X9+6
d = 2, . . . , 11
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�$�,
t′ = −0.3t

3 �g*��A��� <#��$������&f>�!#$��_!#9������ZY#���U�����2�U�� �*��ZY#� @ �A���^�����_&1���<#���Z� d = 11
>

������E����7�2�������p&�! @ ���Z�7Y�&�*����)!L x
�$�,F*���!#$-LS*��Z��������,�!#����$�<; �*��ZY#��� @ �A���F��"N�&�&����

d
�Z6=�Z����"N�2���� E�&�&A6K ���!#���k�����7!#$���� @ �A���%&1���<#��� d

>h"��E�$���$�<p�����2�k�Z����������� @ �A���%��"N�&�&����
��������!=,��� ��A�C6^9��� �!#"��W�����)&�! @ ���Z� ��$�����<6m��!#&�*V����!#$���3 ��!#� t′ = 0

>��������U��PQ�� ����_ �!#$+����$�*����
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5 � ' 5 b '
x d F/t d F/tHV3 H0(GH �4� − HV3 ; & F4� �4� − HV3 ; & F4�

HV3 H0(4( � H − HV3 ;0�4F4H � H − HV3 ;0�0(G:
HV3 H4F4H : − HV3 ;4;=(GF : − HV3 ;4;=(4(
HV3 H0OGH Q − HV3 ;0FG;0: Q − HV3 ;0FG;0Q
HV3 H4Q4H O − HV3 ;0QG; � O − HV3 ;0QG;0H
HV3 H4:4H F − HV3L(GH4�G; F − HV3L(GH4� &
HV3 � H4H ( − HV3L( &4& ( F − HV3L( &4& ;
HV3 ��& H ( − HV3L(GF4H0O ( − HV3L(GF4H0O
HV3 � ;0H ; − HV3L(G:4Q0( ; − HV3L(G:4Q4�
HV3 � F4H ; − HV3 F4�G; & ; − HV3 F4�G; &
HV3 � Q4H ; − HV3 F4F0O � ; − HV3 F4F0OGH
HV3 & H4H � − HV3 F4:0OGQ � − HV3 F4:4Q4�
HV3 & (GH � − HV3LOGF4Q & � − HV3LOGF4Q4:
HV3 �4H4H � − HV3 Q & ; & � − HV3 Q & ;=(
HV3 �0(GH & − HV3 Q4F & O � − HV3 Q4F4H0(

4��9�&�� ;�3 F � ' !#"����������!#$-!LR�����X�Vb <#��!#*�$�,F�Z�0�2����LS�����p��$�����<6
F
LS!#�W����� 5 � ' �$�,

5 b ' �Z�����������O��aLS!#*�$�,X��$p�����
t
d
t′
d
U
"�!=,���& @ �A��� U = 12t

�$�,
t′ = −0.15t

3

*�$+����&l�����
d = 3

�Z���������7�������k��$?>j�� �����
d = 2

!#$��7����> LS!#� �����7����������$+�WY�&�*���!L
U
>��

����<#��&A6+dC�('V ��A����,��Z�0�2���R�$�,�$���Y#���c �!#����������!#$�,��l��! �����5<#��!#*�$�,��Z�0�2���3Mbc6) �!#$+������Z�E>+J�$��A���

t′
������*�&A������$F�;,����������7"���$���")*�" !LO�����

d = 2
 �*��ZY#�X�$�,F�Z�0�9���&���8����)��*� 0� �;��������

@ �A��� @ �A���F�;����$�<#&��p�2��!#" ��$-����� � �[,�!#"N���$��W��$:�����^!�Y#����,�!#����, ����<#��"��
x ≥ 0.34�

x ≥ 0.23
	OLS!#�

t′/t = −0.15
�
t′/t = −0.30

	(> ���������� ����AY#��&A6#3 � �7�����&�&f>?��! @ ��Y#����>�$�!�
��*�����*��N�������7������� ��PQ�� ����� ����������!#�����Z�������k�$�,%"��� 0���$�����" &��E�,���$�<���!^LS!#��"N�2����!#$;!L
�����

d = 2
�Z�������������k,����� �*�������,:��$%������$��('=�7�=�� �����!#$?3 ) �('=�E>l�('V ����V�WLS!#�_��������"N�&�&����Z�

d ≤ 3
 E�������>`��$� ����E�����$�< |t′| �����AL ���)������LS�����p��$�����<6F"���$���"N�p��! @ ���,��7&�! @ ����,�!#����$�<&���Y#��& @ ���� 0�X����!#*�&�,^�2PQ�� ��R�����gJ�&�&���$�<W!Lh����� K�� �O�$�,p�����  0�����<#� ,����Z������9�*V����!#$���$������

�Z��������� <#��!#*�$�,X�Z�0�2���3
�=��"���&1��U����$�,���$� �6.��!K����!#"�!�����Z����������� @ �A���:&1���<#��� �S��"N�&�&���� 	U*�$��A�W ���&�&��W�2�W&�! @ ����S����<#����� 	

x
>����������� ����AY#��&A6#> �� @ ��&�&h��a��!7�����AL �5�����_"���$���"N�k!L F

��!7&�! @ ���5,�!#����$�<7*���!#$
��$� ����E�����$�< |t′| >#���l!#9������ZY#��,7LS!#�j����� 5 b ' �Z������������>+��l����! @ $���$ ����<�3�;�3 :V>+�$�,7������"���$�<#&A6�A�k���W�X��!#9�*��Z�WLS�E�2��*�����!L59�!���.�Z����*� ���*�������3 IR��"N���/2�9�&A6#>hLS!#�

t′/t = −0.15
>l�^Y�&�*��

Y#���Z6F �&�!#���p��!I����� �j� '2� "�!=,���&5������"���������>c�f3 �3A>
t′/t = −0.1

� � ;0H  >`!#$��pJ�$�,��7LS!#�
9�!���m�����7� ' �$�,Ib ' ��������>?�����2�g������"�!#�Z�g�Z�0�9�&��)�Z����������� ���������������2����,I9+6

d = 4&1�2������ ��a����� ���$�<#�c� ����8��E�9�&��5,�!#����$�<_���$�<#�O�9�!�Y#�
x ' 1/8

>+��$��<#������"���$+� @ �A���7$���*V����!#$
�� E�2����������$�<7�('V��������"���$+��� & �  �$�, @ �A���p������!#�Z6�� � �4H  LS!#� �j� '2� 3

\C$-4��9�&�� ;�3 F @ ��������!#�Z�W�����p�Vb <#��!#*�$�,:�Z�0�2���NLS�����N��$�����<6
F
LS!#�k9�!���.�C6=�����)!L

�Z�����������`��iLS!#*�$�,NLS!#�
U = 12t

�$�,
t′ = −0.15t

3 � $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>�9������,�!#$������U����������$+�
�Z��*�,�������>+!#$��a E�$�$�!�l���E� 0���$+6W*�$��")9���<#*�!#*��� �!#$� �&�*�����!#$) �!#$� �����$���$�<g�����a �!#"��������A����!#$
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����<#*���� ;�3 � H � K !#����$�<K,�������$�,���$� ���!L � � �V> 9 	 "N�<#$������� 7��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6 ε > �S > , 	�Z���������UJ�&�&���$�<
ν
> �$�, �S�> L 	` 0����"��� E�&Q��!����$+���1�&

µ
LS!#�`����� 5 � ' �S&���L � 	`�$�, 5 b ' �S����<#�+� 	

�Z���������O<#��!#*�$�,N�Z�0�2���O,���,�*� ���,�LS��!#" ����<#��30;�3 Qk�$�,U;�3 :V3  ���E67��!#&���,�&���$��5��$N���$���&�� � �V> 9 	
����! @ �R�����_�('V��������"���$+�0�& 9������EY=��!#�5!L ε

��$ �j� '2� � & �  3

9���� @ ����$I������� ' �$�,;b ' �Z������������3 6 Y#��$;����!#*�<#�K�����7� ' �Z����������� ������E��O��!p9��W"�!#���
L �EY#!#���9�&��)��$m������,�!#����$�<p����<#��"��

x ≤ 0.18
>?��$I�<#������"���$+� @ �A��� K P ��4 ������*�&A����� � �4H 

�� @ ��&�&c�� @ �A���:�Vb[J�$�,���$�<#�_!#9V�0���$���,I!#$%��"N�&�& � F × � F^ �&�*��Z��������>h��������$�����<6I,��APQ��� d
��$� ��k9���� @ ����$K�����_9����Z�g� ' �$�,Xb '  �!#$VJ�<#*����2����!#$p,�!=���O$�!�R�('V �����, −0.0002t
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 �!#"�������9�&��7��!K�����p� � �*���� �6:!L5������ E�&� �*�&1�2����!#$���3X45��������LS!#���>M�A�)������"��W�����2��o�*��$=d
��*�" M�*� ���*��2����!#$��5"���<#�+�5��&1�E6p�� ���*� ��1�&Q��!#&�� �$�,X���A�������a�Z�0�9���&���8��g!#$�� !Lj� @ !7��!#������9�&��
�Z����*� ���*������ !#�U��Y#��$I&��E�,X��!�,V6=$��"��� E�&j�Z�����������OLS!#�U ����Z�0���$m������"�����������3 PX!#����!�Y#����>h�
,����0���&���,7�$��&A6=�����M!L?�_��!#&��5����!#���<+�2����!#$)��$�����,��a�����Ob ' K�� ��> @ �A���������5J�&�&���$�<g��&���<#�+��&A6
9���&�! @ 1/2

>l����! @ �)�����2�)��*� 0� �K������$:9�� 0/�<#��!#*�$�,-6=����&�,��W&1���<#���k/���$������� ���$�����<6:<+���$
�����$-$������! @ ����� ' K�� ��� � (4(  3I45�����)<+���$:9��� �!#"����)"�!#������"���!#�Z�0�$+�W�������� ��1�&�&A6.�2�
&1���<#���5,�!#����$�<�&���Y#��&��

x ' 1/8 @
����$K�����k,����Z�0�$� ����O9���� @ ����$m�Z�����������O����k��"N�&�&f3M\C$+����� d

���Z����$�<#&A6#>j,�!#����$�<m�9�!�Y#�
x = 0.18

�Z�0�9���&���8���� �����
d = 3

b ' �Z�����������)�$�,%�����N��$�����<6
,��APQ������$� ��7���E� 0�����W�A��� "N�
'V��")*�" HV3 H4H4H0O
�_�2�

x = 1/4
> ������$%�A�_<#���,�*��&�&A6K,��� ����E�������>

�$�,IJ�$��&�&A6#> �����
d = 2

� ' �Z����*� ���*�����9��� �!#"����_�����7&�! @ ���Z�W��$�����<6% �!#$VJ�<#*����2����!#$?>h��
���������_���5$�!���*� 0�m�7b '  �!#*�$+����������Z� � cK� 3M4��9�&�� ;�3 F 	(3

45���)����������$� ���!LM\ ' ������$ M�*� ���*��2����!#$����
s = π(1 ± 2ε, 1)

�$�,��
s = π(1, 1 ± 2ε) �!#$������Z����$+� @ �A���N�Z���������R!#��,����c��$������ ' * �

2

��&1�$����c!L��j� '2� �$�, ) ,=d��j� '2� ���c9+6�$�! @
@ ��&�&V� � ����V����,�� � �V> � Q�� & H=> & �  33IR��"N���/2�9�&A6#>
�����`��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6 ε = 1/2d

Y��������
&���$��E���&A6 @ �A���K,�!#����$�< ε = x

��$^�����W*�$�,�����,�!#����,m����<#��"��_!L
x < 1/8

"��E�$���$�<N��JV'V��,
�Z���������iJ�&�&���$�<

ν = 1/2
3�bc6_ �!#$+������Z�E>#9���6#!#$�,

x = 1/8
>2!#$��iJ�$�,�����$W�('V��������"���$+�l�R&�!= 0/#d

��$m��PQ�� �� @ �A��� ε = 1/8
>� �!#����������!#$�,���$�<���!p���Z���������W�������� @ �A���I�N 0�����<#���S"N�<#$������� �	

*�$��A�� ���&�&` �!#$������Z����$�<m!LRLS!#*����S����<#�+� 	k���A������>c�$�,:����� � � ,�!#"N���$�� @ �A���.���������^�2��!#"��
�&�!#$�<������

x
,������� �����!#$?3i45�����R����!#*�&�,K9��_ �!#"��������, @ �A���X!#*��5J�$�,���$�<#�R �!#$� �����$���$�<7�����

9������EY=��!#�5!L
ε
�$�,^�����_!#�V����"N�&��Z��������� J�&�&���$�<�>

ν =
Nh

NyNDW

,
�;�3 F4� 	

*���!#$-��$� ����E�����$�<m,�!#����$�<
x
LS!#�W,��APQ������$+�)Y�&�*����)!L

t′
>M��$-9�!���.Y#���Z���� E�&5� ' �$�,Fb '

�����������>�����O����! @ $p��$�����<�30;�3 � H � �
dC, 	(3�\C$ 6 o 3 �;�3 F4� 	(>
Nh

���i�����U��!#&��O�('V ������5 �!#"��������,
��!W���&AL1dqJ�&�&���$�<�> @ �������E�� Ny

,���$�!�����`�����U&���$�<���N��$7�����
y
,������� �����!#$�!L?�����O �&�*��Z����� @ �A���

NDW

,�!#"N���$ @ �&�&���3`45���W��!#��$+���O��$ ����<�3 ;�3 � H7 �!#����������!#$�,K��!������k"���,�,�&�� !Ll�Z�0�9���&��A�C6
����<#��!#$m!LM������&�! @ ���Z� ��$�����<6m �!#$VJ�<#*����2����!#$?3k�=*� 0�%�� 0��!#�� ��)<#*�����$+�������g�����2�E>?�2�g�������
����Z���� �*�&1��M,�!#����$�<k&���Y#��&f>=�k �!#$�����,�������,��Z���������R�������� @ �A�����_<#�AY#��$N��������!=,��� ��A�C6 d @

!#*�&�,
9��_��$�,�����,X���E�&���8���,^�2�R&��E��Z�R��$p����� Y��Z�O"N� ��!#���A�C6N!Lj�����_�Z6=�Z����"X3

' !#"��������$�< ����<�30;�3 � H @ �A���N�����U�('V��������"���$+�0�&�,��2�0�k��$��j� '2� >V!#$��OJ�$�,��`�����2�`�����(d
$�!#"���$�!#$7!L������R���&AL1dqJ�&�&���,

d = 4
�Z�����������i�2�

x = 1/8
����o�*���������>���$��<#������"���$+� @ �A���������

������Y=��!#*��a�VbF�Z��*�,������ � �4�  >=� J�$��A���R$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�c��!#������$�<
t′/t < −0.15

3���*��Z��������>+LS!#�
t′/t < −0.15

>+����������$+�` E�&� �*�&1�2����!#$���<#�AY#�O�&�"�!#�Z�l&���$��E��l,�������$�,���$� ��
ε = x

LS!#�
x . 1/8�$�,m"N�E6^9��W �!#$�����,�������,I��U��������!=,�*� ���$�<��N&�!= 0/#dC��$X��PQ�� �� ��$m������8��E�9�&��W,�!#����$�<N���$�<#�

�9�!�Y#�
x ' 1/8

*�$+����&h�����
d = 3

�Z�����������U,�!p$�!�g����� ��$?3U\q�g��� @ !#�Z���;"���$+����!#$���$�<��������
�����2�i�Z�0�9�&��

d = 3
�Z����������� @ �A��� ε = 1/6 ' 0.17

���EY#�U�&���! 9�����$7LS!#*�$�,���$������U�Vb-�Z��*�,=d
�����c!LQ�����R���������(dC9��$�,N"�!=,���&���$7�����O,�!#����$�<k����<#��"��

x > 0.225
� �4� F  3 PX!#����!�Y#����>=���������

�Z��*�,������5���EY#�_�&���!)����Y#�E�&���,p�����U������$�,p��!���*������������
ν
*���!#$p��$� ����E�����$�<�!E'=6=<#��$=dC!E'=6=<#��$

��!#������$�<
tpp

>���"��A�0�2����,N��$N����� ��PQ�� ����AY#�_����$�<#&��(dC9��$�,�"�!=,���&�9+6
t′
3 IR��"N���/2�9�&A6#>V��$N�����

����<#��"�� @ ������� ε
LS!#&�&�! @ �j&���$��E���&A6 x

>��$)��$� ����E�����$�<U,���$����A�C6)!L��Z�����������M�&�&�! @ �h�����a�Z6=�Z����"
��!p"N���$+�0���$XJV'V��,

ν
�$�,;�A���UY�&�*��W�Z����!#$�<#&A6K,�������$�,��_!#$

t′
3k45������>?��$m��*���$?>?����$��U�����

 0����"��� E�&l��!����$+���1�&
µ
>h��_����! @ $%��$�����<�3S;�3 � H �S�> L 	(3)\C$;L � ��E> ��*� 0�:�p��*���������������!#$%����
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����<#*���� ;�3 �4� � K !#����$�<7,�������$�,���$� ��k!Lh�����_,���$����A�C6p!Lj�Z�0�2����� N(ω)
LS!#�`����� 5 � ' �Z���������

<#��!#*�$�,F�Z�0�2���>c,���,�*� ���, LS��!#" ����<�3�;�3 Q �S9 	(>c!LR�����
t
d
t′
d
U
"�!=,���& @ �A��� U = 12t

�$�,

t′ = −0.15t
3�b`!����!#"[����<#�+�j���$���&�����! @ �j�����c������*�&A��!#9V�0���$���,_LS!#� �����c���"��c������"����������

LS!#�a����� 7WP <#��!#*�$�,X�Z�0�2���k�2�a'
�
HV3L(=3



;�3LO=3$PX��&A����$�<�!L������_�Z��������� ���������� Q4�

9�����$��('V��������"���$+�0�&�&A6�!#9������ZY#��,^��$ �j� '2� ��$ IR��L 3NQ4H � cK� 3�����<�3 & 3 F �S9 	  3 � $VLS!#�Z��*�$��2����&A6#>
LS!#�

t′/t = −0.15
>������k���Z�0�9�&���������,X�����AL �O!L������k 0����"��� E�& ��!����$+���1�&

∆µ
��$^�����k����<#��"��

x > 0.15
�('V �����,��W�����7�('V��������"���$+�0�&�Y�&�*�� ' −1.5

� 5 �2��!#&���9+6%��L � ���!#�_ �&�!#���)��! & 3
\C$�,�����,?>c�����^��PQ�� ����AY#�X��!#������$�<

t = 0.62
� 5 > @ ���� 0�FLS!#&�&�! @ �WLS��!#" t = t2pd/∆

> @ �A���
' *=d � ��!#������$�<

tpd = 1.47
� 5 �$�,m 0�����<#�W�����$��ZLS���g��$�����<6

∆ = 3.5
� 5 � � (GF  >�6=����&�,��

∆µ ' −3.1
� −3.3

	a� 5 �2��!#&��gLS!#�a�����W� ' � b ' 	a�Z������������>����������� ����AY#��&A6#3
� *��g�������!+� 0�I�&���!��&�&�! @ �O!#$��k��!���$+Y#���Z����<+�2���W��Y#!#&�*V����!#$K!LM�����W,���$����A�C6K!Li�Z�0�2�����

N(ω)
��)�XLS*�$� �����!#$.!L5,�!#����$�<�>�,������� �����,:��$ ����<�3	;�3 �4� >jLS!#�_����� 5 � ' �Z���������N<#��!#*�$�,

�Z�0�2���3545���W�$��&A6=�����R!L
N(ω)

����Y#�E�&��g�7�Z6=�Z����"N�2���� _�����$��ZLS���O!Ll������ ������& @ ����<#�+�OLS��!#"
����� � e bF��$+��!_������� e bF*���!#$N,�!#����$�<�>+��$��<#������"���$+� @ �A�����Z����!#$�<2dC �!#*���&���$�< �����Z��*���9��
d
����!#$�������!#�Z6�LS!#�i����� e *�9�9����,p"�!=,���& � � (4O  >V�� @ ��&�&Q��`��$+��!W�����U"���,=dC<+���9��$�,�� @ ���� 0�
��"�����<#���$�,.<#��! @ @ ����$:�����N�Z����������!#��,����W,���Y#��&�!#����3 ) �('=�E>l��$%����� @ ��!#&��N����<#��"��7!L
,�!#����$�< @ �������^�����^�Z�����������7����^�Z�0�9�&��>c�f3 �3A>i9���&�! @ x . 0.3

>c!#$��^!#9������ZY#���������2�������
"���,=dC<+��K�Z�0�2�����_����) �&��E���&A6X����������2����,;LS��!#" 9�!���m����� � e b �$�, � e b 9+6m���E�&�<+�����3
\C$F �!#$+������Z�E>M������<+����7�����<#���,�*��&�&A6IJ�&�&���,:*�� @ �A���.�����p������ ������& @ ����<#�+� @ ����$-�����

d = 2
"���&A�E>���!m�����2�7�2�

x = 0.5
!#$������� �!�Y#������� @ ��&�& dC/�$�! @ ,���$����A�C6:!LR�Z�0�2�����)�����2�

��������")9�&����O�7����"���&��O����<#�+�ZdC9���$�,���$�< K � ��3

����� ( �  � .10 � 9�� ��� � = � *K. � � � � )5= ��=
� � @ �7���EY#�7��!#��$+����,I!#*V� ��$I\C$+����!=,�*� �����!#$?>?� @ !^"N���$m�� ���$������!#� LS!#� �p,����AY=��$�<p"��� 0�=d
�$�����" !Lc�����7�Z����������������������EY#��9�����$.����!#��!#����, � � H  3�\C$I������J����Z�k!#$��7�Z�����������k��������
LS��!#" ������������"��?��*��ZL � ��_��$��Z�0�9���&��A�C6 @ �A���p�����_������$X,����AY#��$^�����$����A����!#$�� ( �N:  ��������$X������$
�$�,; 0�����<#��!#��,����g����")*�&A�0�$���!#*���&A6#>Q!#�U 0�����<#��!#��,����ULS!#&�&�! @ �U������$;!#��,�����3_45�������� �!#$�,
�� ���$������!p �!#"����gLS��!#" ' !#*�&�!#")9=dqLS��*��Z�����2����,;�������������������2����!#$;��*�<#<#���Z����$�<p�����2� �Z���������
LS!#��"N�2����!#$����5 �!#"�"�!#$�&A6N 0�����<#�_,����AY#��$?>��$�,p�����_ 0�����<#�k!#��,����R�������R��$pJ����Z� @ ����$X�����
����"��������2��*����^���7&�! @ ������,?3 e ! @ ��Y#����>O�Vb �Z��*�,�������!LU����� &GK

t
d
t′
d
U
e *�9�9����,D"�!=,���&

����! @ ��,:�����2�k������������$.��*��� ����V����9���&��A�C6;,��AY#����<#��� @ ����&��������� 0�����<#�N��*��� ����V����9���&��A�C6;,�!=���
$�!� � � ;0�  >���*�����!#�Z����$�<_�����RLS!#��"����M�� ���$������!�3l45��������LS!#���>������O"��� ���!#�� �!#���� 5!#����<#��$�!LQ�����
�Z��������� ��$��Z�0�9���&��A�C6���$^���E�& �Z6=�Z����"��O����"N���$��a*�$� �&��E���3

e �����> @ � ��$+Y#���Z����<+�2���U�����g"��� 0���$�����"H&��E�,���$�<W��!)�������� ����������2����!#$p�$�,N�����g"���&A�Zd
��$�<m!LRY#���Z���� E�&ab ' �$�,D� ' �Z�����������)����������2����,F9+6

d ≤ 3
��$.������!�Y#����,�!#����, ����<#��"��

x ≥ 0.3
!L`����� &GK

t
d
t′
d
U
e *�9�9����,."�!=,���&f3 ��!#� �����7"�!=,���&M������"���������� LS!#���j� '2� �

U/t = 12
�$�,

t′/t = −0.15
>?!#$���!#9V�0���$��U�����2�g������"�!#�Z� �Z�0�9�&���� ' K�� �k����)�������
d

���2����,%9+6
d = 3

LS!#�
0.2 6 x 6 0.34

3 � �_����! @ $%��$ ����<�3S;�3 ��& � � 	(> ��$� ����E�����$�<p,�!#����$�<
�Z�0�9���&���8����jJ�$��&�&A6_�����O� ' �Z����������� @ �A���7�g����$�<#&��5�2��!#" ��$W����� � �m,�!#"N���$���3j\C$7 �!#$+������Z�E>
LS!#�g������b ' �Z�����������k�9�!�Y#�

x = 0.19
>?�����7����8��7!L`����� � � ,�!#"N���$��g����"N���$��gJV'V��,:�2�

d = 3
>���5�����kb '  �!#$VJ�<#*����2����!#$ @ �A��� d = 2

,�!=���R$�!7�('V���Z�E3
\C$ ����<�3.;�3 ��& � � 	 @ �N����! @ ��������$�����<6I<+���$I!L`�������Z���������7���������� @ �A���%���������� ��W��!

�����"7WP ��������
δFPM

3 IR��"N���/2�9�&A6#>������),��APQ������$� �����$m��$�����<6m9���� @ ����$I�����)9����Z�W� '
�$�, b ' �Z���������������N��"N�&�&����)�����$ 9�!��� �����m� � �*���� �6D!Lg�����K E�&� �*�&1�2����!#$���>`�$�,D�����
������!#&�*V����!#$X!L ����<�3�;�3 ��& � � 	(> ��*�<#<#���Z����$�<������2�go�*��$+��*�" M�*� ���*��2����!#$��U"���<#�+�O9��k��"���!#� d
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����<#*���� ;�3 ��& � PX��&A����$�<.!LgY#���Z���� E�&Ub ' �$�,B� ' @ �A��� ��$� ����E�����$�<.,�!#����$�< x
�2�N����"�d

�������2��*����
βt = 100 � � � 	 ������LS�����N��$�����<6 δFPM

�S9�&1� 0/I&���$���	 �$�,:��$+������� �����!#$ �S<#����6
&���$���	k��$�����<6-<+���$:��$-�����p�Z���������p���������� ���S9 	W&�!= E�&` 0�����<#�p,���$����A�������

δni

����&1�2���AY#�N��!
���������U�EY#�����<#�WY�&�*���� ���S �	O�"���&��A��*�,��_!Li&�!= E�&h"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz

i 〉
���S, 	R,�!#*�9�&��W!= � �*=d

���$� ������
δDi

����&1�2���AY#�)��!�������Y�&�*����g��$;����� 7WP �������� �S�� E�&���,I9+6;��L � ���!#� 1
3

LS!#�U�����

d = 2
�Z����������	(3l\C$N���$���&�� �S9 	qd#�S, 	������U9�&1� 0/ �S<#���E6 	M �*��ZY#���a �!#����������!#$�,N��!k�����O�Z����!#$�<#&A6

� @ �E�/�&A6 	a��!#&1�����8���,p���A������>����������� ����AY#��&A6#3

�0�$+�E3 � �� 0������ ���������8��������7"���&A����$�<p!L`�Z�����������_9+6m���������W�Vb &�!= E�&l�EY#�����<#��� � ,���$����A�C6
ni =

∑

σ〈niσ〉
>��"���&��A��*�,��U!Lj�����_"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈Sz

i 〉
>��$�,X,�!#*�9�&�� != � �*����$� ������

Di

3
\C$X�����

d = 2
� ' �Z���������> ������!#�Z����,X�������_LS!#�5�����_J����Z�O����"��>������ � @ ! δni(x)

 �*��ZY#���
������Z6="�"��������� E�&`��$ ����<�3�;�3 ��& �S9 	(3I\C$F �!#$+������Z�E>i��$:�����

d = 3
b ' �Z���������N���������^����

� @ !p���A����� @ �A��� @ �E�/K"N�<#$������� k"�!#"���$+���U�����g!#$��)�Z����!#$�<#&A6X��!#&1�����8���,K���A���3 � �)$�!���
�����2�E>l*�$�&���/�N��$%�����p� ' ��������>l�����NY����1�2����!#$I��$:,���$����A�C6.���k&1���<#���Z�)!#$.�����N�Z����!#$�<#&A6
��!#&1�����8���,k���A��������$W�����ab ' ��������3l45���a"N�<#$������� i"�!#"���$+��� 〈Sz

i 〉
Y�$������kLS!#��9�!���k�C6=�����

d = 3
�Z�����������a�2�c�����g���"��O,�!#����$�<

x = 0.375
� cK� 3�����<�3=;�3 ��& �S �	  >=��*�<#<#���Z����$�<W�����2�`������6

!#����<#��$��2���OLS��!#" �����_���"�� ��$��Z�0�9���&��A�C6#3
45���W"��� ���!#�� �!#���� _"��� 0���$�����"T�Z�0�9���&���8���$�<)�����

d = 2
� ' �Z�����������U������E����O��!�,��APQ���

"N���/��,�&A6^LS��!#"T�����)!#$��)�Z�0�9���&���8���$�<������
d = 3

!#$���� � �4�4�  3g\C$�,�����,?>QLS!#�U�Z�����������U�������
d
���2����,I9+6

d = 2
>?�����7����,�*� �����!#$I!Lc,�!#*�9�&���!= � �*����$� �6I���g�Z����!#$�<#���Z�k!#$;�����7"N�<#$������� 

���A������>R��N����! @ $ ��$ ����<�3�;�3 ��& �S, 	(>5�$�,D�����K �!#����������!#$�,���$�<.����,�*� �����!#$ !L ��$+������� �����!#$
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&��E�,���$�<���!7�����_LS!#��"N�2����!#$p!L������

d = 2
�Z���������_���R������"N�����&A6N&�!= E�&f>V"N�/���$�<7*����W!L�� @ !

 �!#"���&���"���$+�0��Z6X��PQ�� ����_����&�����$�<N��!p����,�*� ���,�!#*�9�&��)!= � �*����$� �6 � J�$��A���)"N�<#$�������8E�2����!#$
�2�c"N�<#$������� 5���A�����`�$�,�����,�*� ���,���&��� �����!#$�,���$����A�C6N�2�c$�!#$�"N�<#$������� 5!#$�����3 6 Y#��$N����!#*�<#�
�����`/���$������� i��$�����<6W���h����Z���1�&�&A6g&�!#�Z�j��$W��*� 0���O�Z�0�2���>�����c<+���$k��$k�����`��$+������� �����!#$k��$�����<6
!�Y#���� �!#"�����$����2�����c�������c&�!#����>��Z�0�9���&���8���$�<g�������i!#��,����c��$N� @ ��,��O,�!#����$�<_���$�<#� x 6 0.485

3
\C$) �!#$+������Z�E>LS!#�

d = 3
�Z������������>9�!���W �!#$+������9�*V����!#$��h��!O�����iLS�����`��$�����<6)����c��*�9��Z�0�$=d

���1�&�&A6�,��� ����E�����, @ ����&��O�����U�Z���������U!#��,����a�Z�0��Z���`��!)"���&A�a�&����E�,V6N�2� x < 0.3
"N���$�&A679+6

�k�Z����!#$�<#���a����,�*� �����!#$N!L ,�!#*�9�&��U!= � �*����$� ������`��$ K�� �`�����$ @ �A������$ � �%,�!#"N���$��c&��E�,=d
��$�<^��!K<#���,�*��&�&A6m,�����������E�����$�<X"N�<#$������� �"�!#"���$+���k*���!#$.,�!#����$�<�3�45��������LS!#���>l9�!���
��!����$+���1�& �$�,K/���$������� ��$�����<6 �S��$� �&�*�,���$�<������_��*��������('V 0���$�<#��	O �!=!#�������2��� ��!7�Z�0�9���&���8��
�����_�Z��������� �������� @ �A��� d > 2

3
\C$IL � ��E>QLS!#� 9�!���m�C6=�����_!L

d = 3
�Z������������>?������"��� 0���$�����" ��� ,�!#����$�<p,�������$�,���$+� �

��$K��������"N�&�&j"N�<#$�������8E�2����!#$X����<#��"��>���������$+������� �����!#$m��$�����<6m��&1�E6=�U������&��E�,���$�<N��!#&��>
@ �������E��M*�$�,����i�ULS*��Z�������l,��� ����E����R!L ��!#&��a,���$����A�C6#>#��������<+���$)$��E���&A6W���2��*����2����� � �2� x '
0.33

	(>��$�,^�����W<+���$^��$^�����W/���$������� _��$�����<6X�Z�0��Z���R��!�,�!#"���$��2���32PX!#����!�Y#����>Q�A�O���R!#$�&A6
��&���<#�+��&A6O&1���<#���QLS!#�Q�����`� ' �Z���������M��������i��h �!#"��������,g��!5�����ib ' !#$��>�$�, ����������LS!#���M�A� ���
�E�����&A6) �!#"�����$����2����,?>="N���$�&A6k9+6������O����������$� ��U!L�J�$��A���R"N�<#$������� 5"�!#"���$+���i�2�i�����Ob '
K�� ��3 � �l�R �!#"�"�!#$_LS�E�2��*����>2�����`������$)�$�,W 0�����<#�`!#��,���� $��)�B�5;+;=*��� ����")*�&A�0�$���!#*���&A6_�2�
�����c ����A���� E�&,�!#����$�<�3j45��������LS!#���>��$_�����c�9�����$� ��`!L�&�!#$�<#��� ���$�<#��, ' !#*�&�!#")9_��$+������� �����!#$
�����m 0�����<#�m!#��,����������& @ �E6=�p� � �!#"����$�����, 9+6 �����m������$ !#��,�����3[45�����N<#�AY#���NLS*��Z�������
��*�����!#�Z�k��!X�����7J����Z�W!L5����,����� �*�������,-�� ���$������!#�_�����2�_�����N�Z���������7!#��,����k���k�X �!#"�"�!#$
 0�����<#�(d �$�,=dC������$^��$��Z�0�9���&��A�C6#3

�=*�"�"N�����8���$�<�> @ �a���EY#�`��$+Y#���Z����<+�2����,W�����c"��� ���!#�� �!#���� i"��� 0���$�����"��j��������!#$�����9�&��iLS!#�
�����kLS!#��"N�2����!#$^!LM�����kY#���Z���� E�&�b ' �$�,I� ' �Z���������W���������� @ �A��� d ≤ 3

3R\C$+���������Z����$�<#&A6#>
@ �N���EY#��LS!#*�$�,I�����2�W9�!���%����������W����"N���$I$��E���&A6I,���<#��$������2���>l�$�, �-;F��1}��1F$:c?/0��^\]*
!#��,����gY�$������I����")*�&A�0�$���!#*���&A6 @ ����$%�������Z�����������_"���&A�E>?,���"�!#$��Z�����2����$�<^�p �!=!#�������2���AY#�
 0������ ������R!Lj�����_�Z���������_!#��,�����3
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"����0�&�&��� NLS������!#"N�<#$���������" !L �A����$������$+����&��� �����!#$�� � � (GQ=> � (G:  �$�, &�!= E�&���8E�2����!#$"� � F4H  3
e ! @ ��Y#����>i�A�k��*���$��W!#*V�W�����2�W�������k"�!=,���&i!#$.�����N�+6=������ �*�9��� �&1�2������ ��7,�!=���)$�!�W�E�����&A6
6=����&�,DLS������!#"N�<#$���������" �$�, ��!#"��m�,�,��A����!#$��&5LS�E�2��*������p����m$��� ���������Z6 ��!:�Z�0�9���&���8��K�
��P ��������.�ALW!#$��%<#!=���^9���6#!#$�, ����� e � �������!E'V��"N�2����!#$?3 ��!#�^�('��"���&��> ) �<+�!#/2�
���Z�0�9�&���������,7�����2�i��$������R&���"��A��!LQ��$VJ�$��A��� ' !#*�&�!#")97��$+������� �����!#$

U
>V� ����$�<#&��a��!#&��5,�!#����,

��$+��!)�W���&AL1dqJ�&�&���,��Z6=�Z����" &��E�,��c��!W����� ��P <#��!#*�$�,��Z�0�2��� � � F �# 3 ��������!#"N�<#$���������" "N�E6
9�� �&���!W����!#"�!����,�9+6p�W����Z���� �*�&1��c&1�2������ ��O!#�`9��$�,p�Z����*� ���*����3 � ����9NJ����Z�5����! @ ��,^�����2�
�W���&AL1dqJ�&�&���,"M �2�59��$�,���$�,�*� ����5�W$����5"N�<#$�������8E�2����!#$ � � F &� 3 ��*��Z��������"�!#���> e ������ 0�^�$�,
!���������a���EY#�ULS!= �*�����,p!#$������U��PQ�� ��5!Lj�,�,��A����!#$��&�!P dC,��1�<#!#$��&�"N�2����� '���&���"���$+���`!L �����
' !#*�&�!#")9p��$+������� �����!#$ � � F4� � � F0(  3
� "N� ��!#���Z�����D��! @ ���,���*�$�,������Z�0�$�,���$�<.�����m���+6=���� ���!L ���E�&RLS������!#"N�<#$�������>a�3 <�3A>

�����$����A����!#$�"����0�&�� ���> ' !�>=�$�, ) � @ ��M�����O��*�<#<#���Z����!#$������2�c!#��9��A�0�&�,���<#��$������ �67"���<#�+�
��&1�E6F�I ���*� ��1�&5��!#&��3 \q� @ ��7J����Z�N��!#��$+����, !#*V��9+6D�=&1�2������>5���0�2��8>a�$�, � !#�Z����� � � F4F 
�$�,K������$;�Z������������,%9+6XY�$ 5 &��� 0/ � � F0O  �����2�g��$K�����)����������$� ���!Li,���<#��$������2���)!#��9��A�0�&���>
e *�$�, � �U �!#*���&���$�<

JH

L �EY#!#���O&�!= E�&?��������&����R������$X �!#$VJ�<#*����2����!#$��R!L�� @ !N��&��� �����!#$��O!= � �*=d
�+6=��$�<�,��APQ������$+�R!#��9��A�0�&���33IR!����� � F4Q  �('��"���$���,������ ,�!#*�9�&A6N,���<#��$������2���_"�!=,���&Q��$N�����
���������(dC,���"���$�����!#$��&�o�*���Z����� dqJ�&�&���$�<� E���� @ �A���I!#$��7��&��� �����!#$%����� ���A���3��=����LS!#*�$�,I�����2�
�����^<#��!#*�$�, �Z�0�2���X���7�I������$F��������&����7�$�,D!#��9��A�0�&`����$�<#&����E>c�f3 �3A>i�����X�Z6=�Z����" LS!#��"����$
!#��9��A�0�&���*�������&1�2������ ��5�Z����*� ���*����U��$ @ ���� 0��� @ !W��*�9�&1�2������ ����c����R!= � �*�������,�9+67��&��� �����!#$��c!L
,��APQ������$+�k!#��9��A�0�&���3W4��/���$�<^��$+��!X� � �!#*�$+�_�����7 �!#$�$��� �����!#$I9���� @ ����$:�Z�0�<#<#������,%!#��9��A�0�&
!#��,������$�, ������$DLS������!#"N�<#$���������"X> � *�<#��&U�$�, � ��!#"���/������ � F4:  ,������AY#��,B�$ ��PQ�� ����AY#�
�Z����!#$�<% �!#*���&���$�< e �"���&A��!#$��1�$ @ �A���  �!#*���&���,F������$D�$�, !#��9��A�0�&`,���<#�������N!LOLS������,�!#"X>
�('=����$�,���,NLS*��Z�������i9+6 ' 6=��!�`�$�, �?6#!#$=d ' ���$ � � OGH  > @ ��!k��$� �&�*�,���,7�����R��PQ�� ��`!LQ!#$=dC���A���
������U��!#������$�<�>Q�$�,;9+6m\C$��<+�/���� � O �# 3 45������������"���$��&j����������g�Z�0��Z����,%�N$�� @ J���&�,

�

������$=dC!#��9��A�0�&Q���+6=���� ��O��$p �!#������&1�2����,^�����$����A����!#$�"����0�&?!E'V��,������ &  3
� ����&����Z6=�Z����"��)!LR����<#�����k,���"���$�����!#$��&��A�C6;����N �&��E���&A6;������!#$����W!LR"�!#�Z�W��$+���������Z�

���� ���$+��&A6 � � O & � � Q4H  >`����<#$��AJ� E�$+����$�����<#�+�7��$+��!I�����^ �!#"���&���"���$+�0��Z6-9������EY=��!#�7!Lg9�!���
,���<#�������i!L LS������,�!#" @ ��M!#9V�0���$���,���$7� � K "�!=,���&f3j\C$�,�����,?>�"N�$+6W!L���������$+���1�&�LS�E�2��*������
!Lj��*� 0� � K �Z6=�Z����"�� @ �����_���Z�0�9�&���������,^9+6 � P ' ����")*�&1�2����!#$�� � � Q �  > 6 K �Z��*�,������!� � Q & �

Q0O



Q4Q ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

� QG;  >+�$�, K P I  "�������!=,�� � Q0(  3 ����$��&�&A6#>�o�*��A���a�$)��$+���������Z����$�<U������*�&A� @ ��l!#9V�0���$���,W��$
�����g �&1������� E�& ������$�&���"��A� @ ���� 0��<#�AY#���5�$�!#��9��A�0�&�Y�&���$� ��g9�!#$�,�<#��!#*�$�,��Z�0�2���>V��$ @ ���� 0�
�E� 0�;9�!#$�,;���g�$m!#��9��A�0�&h����$�<#&���� �$�,m������$m��������&����E> @ �������E��U�����)������$;!#$m$�����<#��9�!#����$�<
9�!#$�,��R��$+������� ��O�$+���ALS������!#"N�<#$������� E�&�&A6 � � Q4F  3

e ! @ ��Y#����>h��$m�&�&j�9�!�Y#���Z��*�,������ ��������!#�������� E�&�&A6p����"���&��AJ���,X"�!=,���&f> �����)!#��9��A�0�&h,��(d
<#��$������2��� e *�9�9����,I"�!=,���&j��$ @ ���� 0�m� @ !p��o�*��AY�&���$+� !#��9��A�0�&��R�����2� ����)$�!� "�� 'V��,m9+6
�����)��!#������$�<�3 \C$I �!#$+������Z�E>Q�����)!#��9��A�0�&CM �EY#!#�gLS!#�O�����

eg

��&��� �����!#$��g���U$�!�  �!#$������ZY#��,?>
�$�,��������l���l&���/��&A6_��! &��E�,)��! ����Z���1�&V!#��9��A�0�&=��!#&1�����8E�2����!#$ @ ���� 0�7���l�('V���� �����,7��! "�!=,��AL 6
�����U"N�<#$������� R��$��Z�0�9���&��A��������3j45��������LS!#���>V��$p�=�� �����!#$ (=3 � @ �g��$+����!=,�*� ��g� �*����'�)���Y�^ci6S�B$]*��
@ �A��������� eg

��&��� �����!#$��R�$�,p��$^�=�� �����!#$ (=3 & @ �gY#�����AL 6��AL ����� ������$�!#"���$�!#$p!L��) �!#"���&��(d
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� ��� � ) � .  � 9:0�.1)50 �¢9l*
eg
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H = Hkin +Hint +Hcf ,
� (=3 � 	
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@ �A���m� @ !X!#��9��A�0�&�M �EY#!#��� � |x〉 ∼ |x2 − y2〉 �$�, |z〉 ∼ |3z2 − r2〉 LS!#��"���$�<p�p9�������g��$�����_!#��9��A�0�&Q����� ��3c45���_/���$������� ��$�����<6^���5,����� �����9���,X9+6

Hkin =
∑

〈ij〉

∑

αβσ

tαβ
ij c

†
iασcjβσ, tαβ

ij = − t
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(

3 ±
√

3

±
√

3 1

)

,
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������"���> @ ���� 0� @ � @ ���A��� ��$p����� LS!#&�&�! @ ��$�<WLS!#��"X>

Hint = U
∑

i

(

nix↑nix↓ + niz↑niz↓
)

+
(

U − 5
2
JH

)

∑

i

nixniz

− 2JH

∑

i

,
ix ·

,
iz + JH

∑

i

(

c†ix↑c
†
ix↓ciz↓ciz↑ + c†iz↑c

†
iz↓cix↓cix↑

)

,
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@ �������E�� niα =

∑

σ niασ

LS!#�
α = (x, z)
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Hint
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Hcf,����� �����9����a�����g*�$��ALS!#��"H ��Z6=�Z�0�& dqJ���&�,�����&��A������$�<k9���� @ ����$ |x〉 �$�, |z〉 !#��9��A�0�&��`�&�!#$�<k�����

c
�
'V����>

Hcf = 1
2
E0

∑

iσ

(nixσ − nizσ).
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(a) (b)

����<#*����B(=3 � � 7�������O!LM!#�Z����!#<#!#$��& !#��9��A�0�&�� {|ζ〉, |ξ〉} �&���<#$���,K�&�!#$�<7����� a �
'V����3�� � 	 eg!#��9��A�0�&�� � �S9 	
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{|x〉, |z〉} >
(

|ζ〉
|ξ〉

)

=

(

cos θ
2

sin θ
2

− sin θ
2

cos θ
2

)

(

|z〉
|x〉

)

,
� (=3L(
	

@ �A���p�����k�$�<#&�� θ = ±2π
3

,�������$�,���$�<�!#$ @ �����������O!#$��_ �!#$�����,������5�����  0�����$K�&�!#$�< a
!#�

b
�
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|ζ〉 = 1
2

(

|z〉 ±
√

3|x〉
)

, |ξ〉 = 1
2

(

∓
√

3|z〉 + |x〉
)

,
� (=3 F 	

�f3 �3A>������N,������� �����!#$��& |ζ〉 ∼ |3x2 − r2〉 !#� |ζ〉 ∼ |3y2 − r2〉 !#��9��A�0�&c�&�!#$�<X������ 0�����$ �!#$������Z���`!L ������,�!#"���$��$+��&A6 |x〉  �!#$+������9�*V����!#$?> @ �������E��`�����U!#�Z����!#<#!#$��& |ξ〉 ∼ |y2 − z2〉!#� |ξ〉 ∼ |z2−x2〉 ����M�g&1���<#�����"���&��A��*�,��c!L |z〉 �����$ |x〉 !#��9��A�0�&f3 45���R�9�!�Y#�a��!�0�2����!#$&��E�,��a��!N������"���&��g��!#������$�<7"N�2����� 'Q>

tζξ
eg

= −t
(

1 0
0 0

)

,
� (=3LO
	

�&�&�! @ ��$�<%!#$�&A6FLS!#����$+���������A���X�����$����A����!#$���9���� @ ����$B�����K,������� �����!#$��& |ζ〉 !#��9��A�0�&���3 � � �!#"�������a�������M E���� @ �A�����gLS����o�*���$+��&A67�Z��*�,�����,7,��1�<#!#$��& dC��!#������$�<U"�!=,���&f>#�f3 �3A> @ �A���������
K K e "�!=,���&f3 � ����*�"���$�<g�<+���$k� @ ! !#��9��A�0�&��h��$W����� � K  E����a�A��,����� �����9����������a,V6=$��"��� ��
!L�� @ !�� ����AY#� t2g

!#��9��A�0�&���>��3 <�3cLS!#�O�7 0�����$K�&�!#$�<
x
�
'V����> |ζ〉 ∼ |xz〉 �$�, |ξ〉 ∼ |xy〉 >��!7�����2�E>

tζξ
t2g

= −t
(

1 0
0 1

)

.
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7�������j!L�!#�Z����!#<#!#$��&�!#��9��A�0�&�� {|ζ〉, |ξ〉} *�����,���$k9�!���)"�!=,���&��j����c����������$+����,7��$ ����<�3�(=3 � 3

� � @ �)����W��$+���������Z����,;��$^�����W ��Z6=�Z�0�&jJ���&�,;� �����$�<N�&�!#$�<7����� c
�
'V���O����������$�,��� �*�&1��

��!k�����O 0�����$?> @ �U$�����,N��!W��!�0�2���R�����RJ���&�, � (=3 ; 	M9+67�����U���"��O�$�<#&�� θ = ±2π
3

3 PK�/���$�<
�$K��$+Y#�������k�����$��ZLS!#��"N�2����!#$p��! � (=3L(
	5�$�,K�('V������������$�<�!#��9��A�0�& ����!����� �����!#$K!#�������2��!#���O!#$
|x〉 �$�, |z〉 !#��9��A�0�&f>

nixσ = |xiσ〉〈xiσ|, nizσ = |ziσ〉〈ziσ|,
� (=3 : 	
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��$F������"���!L $�� @ LS����"���!#$F!#�������2��!#���
c†iζ(ξ)σ

> @ ���� 0�  ����E�2���m�$D��&��� �����!#$ �2� |ζ〉 � |ξ〉 	!#��9��A�0�&f>=���������� ����AY#��&A6#>������_ ��Z6=�Z�0�&?J���&�,^������" � (=3 ; 	c�0�/���5����� LS!#��"X>

Hcf = 1
2
E0

∑

iσ

[

cos θ(c†iξσciξσ − c†iζσciζσ) + sin θ(c†iξσciζσ + c†iζσciξσ)
]

.
� (=3 � H 	

) !���N�����2�
cos θ

���W$���<+�2���AY#����!m�����NJ���&�, � (=3 � H 	 L �EY#!#���W����� |ξ〉 dC!= � �*����$� �6.!�Y#���W�����

|ζ〉 dC!= � �*����$� �6#>���R�A�5����!#*�&�,?3� ���a*��`$�! @ ,���J�$��O�����O��!�0�& ������$N!#�������2��!#� , =
∑

i

,
i
@ �A���������U������$N �!#"���!#$���$+���

,���J�$���,K��$p�����_*���*��& @ �E6#>

,
i = (S+

i ,S−
i ,Sz

i ) =
{

∑

α

c†iα↑ciα↓,
∑

α

c†iα↓ciα↑,
1
2

∑

α

(niα↑ − niα↓)
}

,
� (=3 �4� 	

@ �������W�����W��*�"�"N�2����!#$��R��*�$K!�Y#���g9�!���K!#��9��A�0�&�� α = {ζ, ξ} 3a45��� e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	 �!#"�")*V�����59�!��� @ �A���p�����_��o�*�����k�$�, z
dC �!#"���!#$���$+�O!Lj����� ��!�0�&?������$^!#�������2��!#��>

[
, 2,H] = [Sz,H] = 0.

� (=3 ��& 	
45�����a��"���&������i�����2�a�A�a���a��!#������9�&��O��!)J�$�,p����")*�&A�0�$���!#*��`����<#��$��Z�0�2�����5!Lh��������� !#�������2��!#���
�$�,.����� e �"���&A��!#$��1�$ H 3K45��������LS!#���>l������6:����N<#!=!=,.o�*��$+��*�" $�*�")9��������$�,:&1�9���&
�����U����<#��$��Z�0�2������3 � ��/� @ �����> @ �g��$+����!=,�*� ��O�����O��!�0�&�!#��9��A�0�&�������*�,�!#������$p!#�������2��!#� @ =
∑

i

@
i
@ ������� ����� ���������k �!#"���!#$���$+���5!Ll������*�,�!#������$K����_<#�AY#��$^9+6#>

@
i = (T +

i , T −
i , T ζ

i ) =
{

∑

σ

c†iξσciζσ,
∑

σ

c†iζσciξσ,
1
2

∑

σ

(niξσ − niζσ)
}

.
� (=3 � � 	

\C$m!#��,����R��!�,����Z����$�<#*������X����������$�,��� �*�&1��5��!��N 0�����$
c
�
'V���RLS��!#"]�����W!�������g�
'V���g�&�!#$�<

@ ���� 0� !#$��^ E�$  �!#$�����,����������^ 0�����$?> @ �^���EY#�X&1�9���&���,-�����p��������,F �!#"���!#$���$+�7!LO�����
������*�,�!#������$ @ �A���F����� ζ

��$�,��('Q3 ) !���X��! @ ��Y#���������2����$  �!#$+������Z����!I�����X������$ !#����� d
�2��!#��>5�����

ζ
dC �!#"���!#$���$+��!L_�����m������*�,�!#������$B!#�������2��!#� T ζ

i

,�!=���p$�!�p �!#"�")*V��� @ �A���
����� e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	 @ ���� 0�-"�� '%�Z�0�2����� @ �A���:,��APQ������$+�WY�&�*����W!L5�������k!#9������ZY�9�&��3
) ��Y#���Z������&�������> @ � @ ��&�&i*����N�A���k����<#��$+Y�&�*����k��!#<#��������� @ �A���%����� z dC �!#"���!#$���$+�)!L , ��!
������ ��AL 6�")*�&A��������Z���� �&��5�Z�0�2�����`��$�������"��`!L @ ���� 0� @ � @ ���A���R����� e �"���&A��!#$��1�$?3h4j!) �!#*�$+�
�EY���&1�9�&��  �!#$VJ�<#*����2����!#$���> @ �������&A6X��&���"���$+�0��Z6X�Z�0�2�����Z���� �� @ ���� 0�;<#�AY#���OLS!#�g� Nd

dqLS!#&�,
!#��9��A�0�&�&A6�,���<#��$������2���_9��$�,X�Z6=�Z����" @ �A��� N

���A�����O�$�,
Ne

��&��� �����!#$���>

L =

(

2N ·Nd

Ne

)

,
� (=3 � ; 	

�2��!#"��� i �!#$VJ�<#*����2����!#$��hLS!#��"���$�<U�O9��������3 e ��$� ��a��$W!#*��j� @ !2dC���A���c 0�����$ @ �A���k� @ ! 9��$�,���>
�����_9�������5 �!#$������Z���O!L

L = 28
�Z�0�2�����U�&A��!#<#����������3 � "�!#$�<�������"X>V���������k����>

L± = 2

(

N ·Nd

Ne

)

= 12,
� (=3 � (
	



: & ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

�Z�0�2�����R��$p�����_��*�9������ �� @ �A��� Sz = ±1
> @ �������E���>

L0 =

(

N ·Nd

Nσ

)2

= 16,
� (=3 � F 	

�Z�0�2�����g�����$K�����
Sz = 0

��*�9������ ��> @ �A��� Nσ = Ne/2
9�����$�<������W$�*�")9����U!LM��&��� �����!#$��

@ �A���^��<#�AY#��$p������$ σ
3 ) !���� ��U�����2�R9+6p� � ���,���$+�E>������ $�*�")9����5!Lj�Z�0�2����� @ �A��� Sz = 0

���
������ �������&A6������_���"��_��5�����_$�*�")9����R!L�&�! @ ��$�����<6p����$�<#&A6�!= � �*�������,X�Z�0�2������>

LS = (2 ·Nd)
N = 16.

� (=3 � O
	
\q�N���7�Z�������<#�+��LS!#� @ ���,F��!. �!#$��Z����*� ��N�('V��&��� ��A��&A6-�&�&a�����X�Z�0�2������>a�Z�0��Z����$�< @ �A���F�����

Sz = 1
��*�9������ ��3c45�������W���� � @ !��Z�0�2����� @ �A��� T ζ = ±1

>

|Ψζ↑〉 = c†1ζ↑c
†
2ζ↑|0〉, |Ψξ↑〉 = c†1ξ↑c

†
2ξ↑|0〉,

� (=3 � Q 	
�$�,^LS!#*�� @ �A��� T ζ = 0

>

|Ψ±
1↑〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
2ζ↑ ± c†1ζ↑c

†
2ξ↑
)

|0〉, � (=3 � : 	

|Ψ±
2↑〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
1ζ↑ ± c†2ξ↑c

†
2ζ↑
)

|0〉. � (=3 & H 	
\C$p����� ����<#��������$^��*�9������ ��

Sz = ±1
>V����� e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	 @ �A���������UJ���&�,p<#�AY#��$

9+6 6 o 3 � (=3 � H 	`���5,��� �!#"���!#����,X��$+��!��
4 × 4

"N�2����� 'Q>

H1 =
∑

σ

(

〈Ψξσ|, 〈Ψζσ|, 〈Ψ+
1σ|, 〈Ψ−

2σ|
)

×









Ec 0
√

2Es 0

0 −Ec

√
2Es 0√

2Es

√
2Es 0 t−

0 0 t− U3

















|Ψξσ〉
|Ψζσ〉
|Ψ+

1σ〉
|Ψ−

2σ〉









,

� (=3 &�� 	
�$�,K�

2 × 2
"N�2����� 'Q>

H2 =
∑

σ

(

〈Ψ−
1σ|, 〈Ψ+

2σ|
)

(

0 t+
t+ U3

)(

|Ψ−
1σ〉

|Ψ+
2σ〉

)

.
� (=3 &4& 	

e ����� @ �����EY#�N��$+����!=,�*� ���,I��������PQ�� ����AY#����!#������$�<X�"���&��A��*�,���� t± = tζζ ± tξξ

3N45�������
�('V��&��� ��A�_Y�&�*����_,�������$�,-!#$%������������*�,�!#������$:�Z6="�"������Z6#3���!#� �����

eg

"�!=,���& @ �A���I�����
��"�"�!#9���&�� |ξ〉 ������*�,�!#������$�!#$��U!#9V�0���$�� t+ = t− = t

> @ �������E��`LS!#�i����� t2g

!#$�� @ �A���������
��o�*��AY�&���$+�g9��$�,��g!#$��W����

t+ = 2t
�$�,

t− = 0
3 ��*��Z��������>

U3 = U − 3JH

���O�����W!#$=d
���A���_��$+������!#��9��A�0�& ' !#*�&�!#")9^��$+������� �����!#$^!L�� @ !N������&�&���&Q������$�� � ��������&����5�Z�0�2����	(3�����$��&�&A6#>
Ec = E0 cos θ

�$�,
Es = E0

2
sin θ

����R�����g,��1�<#!#$��& �$�,�!P dC,��1�<#!#$��&�"N�2����� '7��&���"���$+���
!La�����N ��Z6=�Z�0�&cJ���&�,%������"X3^4 @ �� ��N&1���<#���W�"���&��A��*�,���!La�����NLS!#��"���� ∝ ±

∑

iσ niασ

���
,�*��k��!7�����_L � ��O�����2�g�����&�����,^!#$X����� |Ψασ〉

�Z�0�2���>� �!#$������Z����$�<�!Ll9�!���K��&��� �����!#$�� @ �A���
�����

α
������*�,�!#������$ M �EY#!#��>�6=����&�,��W�pL � ���!#�

2
3 � ,�,��A����!#$��&�&A6#> √

2
��$I����� e �"���&A��!#$��1�$

"N�2����� ' � (=3 &�� 	 ���k! @ ��$�<X��!m,��APQ������$+�)$�!#��"N�&���8E�2����!#$KL � ���!#���W!La����� |Ψασ〉
�$�, |Ψ+

1σ〉�Z�0�2������3



(=3 & 3 6 '�� ��U��!#&�*V����!#$p!Lj����� � @ !2dC���A���  �&�*��Z����� :4�

\C$7�����R�9�����$� ��O!LQ�gJ�$��A���5 ��Z6=�Z�0�&�J���&�,?>#����� |Ψασ〉
��������&������ @ �A��� T ζ = ±1

>�9��� �!#"��
LS*�&�&A6^&�!= E�&���8���,K�$�,m,���<#��$������2��� @ �A���m����<#��$���$�����<6 E±

T = 0
>Q9�����$�<N �!#"�"�!#$XLS!#�U9�!���

"�!=,���&���3l45���k!�������aLS!#*��R����<#��$���$�����<#�����5"���<#�+�59�� @ ���A������$^��$X�� �!#"���� ��O�('V������������!#$?>

ET±
(t±) = 1

2

(

U − 3JH ±
√

(U − 3JH)2 + 4t2±

)

.
� (=3 & � 	

) ! @ @ �.����;&���L � @ �A��� ����� Sz = 0
��*�9������ ��% �!#$������Z����$�<F!LW����<#�+�^�Z�0�2����� @ �A���

T ζ = ±1
>

|Φ±
1 〉 = 1√

2

(

c†1ζ↑c
†
2ζ↓ ± c†1ζ↓c

†
2ζ↑
)

|0〉, � (=3 & ; 	

|Φ±
2 〉 = 1√

2

(

c†1ζ↑c
†
1ζ↓ ± c†2ζ↑c

†
2ζ↓
)

|0〉, � (=3 & (
	

|Φ±
3 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
1ξ↓ ± c†2ξ↑c

†
2ξ↓
)

|0〉, � (=3 & F 	

|Φ±
4 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
2ξ↓ ± c†1ξ↓c

†
2ξ↑
)

|0〉, � (=3 & O
	
�$�,X����<#�+� @ �A��� T ζ = 0

>

|Φ±
5 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
1ζ↓ ± c†2ξ↑c

†
2ζ↓
)

|0〉, � (=3 & Q 	

|Φ±
6 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↑c
†
2ζ↓ ± c†1ζ↓c

†
2ξ↑
)

|0〉, � (=3 & : 	

|Φ±
7 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↓c
†
1ζ↑ ± c†2ξ↓c

†
2ζ↑
)

|0〉, � (=3 �4H 	

|Φ±
8 〉 = 1√

2

(

c†1ξ↓c
†
2ζ↑ ± c†1ζ↑c

†
2ξ↓
)

|0〉. � (=3 � � 	
\C$^������"��5!Lj���������k�Z�0�2������>������ LS!#&�&�! @ ��$�< e �"���&A��!#$��1�$N"N�2������ ����R����gLS!#*�$�, �
H3 =

(

〈Φ−
1 |, 〈Φ+

2 |, 〈Φ+
3 |, 〈Φ−

4 |, 〈Φ+
5 |, 〈Φ−

6 |, 〈Φ+
7 |, 〈Φ−

8 |
)

×

























−Ec 2tζζ 0 0 0 Es 0 −Es

2tζζ U − Ec JH 0 Es 0 −Es 0
0 JH U + Ec 2tξξ Es 0 −Es 0
0 0 2tξξ Ec 0 Es 0 −Es

0 Es Es 0 U2 t+ −JH 0
Es 0 0 Es t+ 0 0 0
0 −Es −Es 0 −JH 0 U2 t+

−Es 0 0 −Es 0 0 t+ 0

















































|Φ−
1 〉

|Φ+
2 〉

|Φ+
3 〉

|Φ−
4 〉

|Φ+
5 〉

|Φ−
6 〉

|Φ+
7 〉

|Φ−
8 〉

























,
� (=3 � & 	

�$�,?>

H4 =
(

〈Φ+
1 |, 〈Φ−

2 |, 〈Φ−
3 |, 〈Φ+

4 |, 〈Φ−
5 |, 〈Φ+

6 |, 〈Φ−
7 |, 〈Φ+

8 |
)

×

























−Ec 0 0 0 0 Es 0 Es

0 U − Ec JH 0 Es 0 −Es 0
0 JH U + Ec 0 Es 0 −Es 0
0 0 0 Ec 0 Es 0 Es

0 Es Es 0 U2 t− −JH 0
Es 0 0 Es t− 0 0 0
0 −Es −Es 0 −JH 0 U2 t−
Es 0 0 Es 0 0 t− 0

















































|Φ+
1 〉

|Φ−
2 〉

|Φ−
3 〉

|Φ+
4 〉

|Φ−
5 〉

|Φ+
6 〉

|Φ−
7 〉

|Φ+
8 〉

























,
� (=3 �4� 	
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@ �A��� U2 = U − 2JH

>`9�����$�<I�����^!#$=dC���A���^��$+������!#��9��A�0�& ' !#*�&�!#")9F��$+������� �����!#$F!LU� @ !
�$+����������&�&���&i������$���3%\C$:�����p����������$+����*�9������ ��^9�!���-����$�<#&��������$�,:��������&������)��������������(d
����$+����,?3 e ! @ ��Y#����>h9+6m�����*�"���$�< E0 = 0 @

���� 0�;,��� �!#*���&����U�����
T ζ = ±1

�Z�0�2�����ULS��!#"
�����

T ζ = 0
!#$����R��$^"N�2������ ������ (=3 � & 	`�$�, � (=3 �4� 	(> @ �_ E�$X���E�,���&A6���,���$+���AL 6�������"X3� ���7*��7 �!#$�����,����)J����Z���m"�!=,���& @ �A���:� @ ! t2g

!#��9��A�0�&���3 ) !���������2�)������������!#9�&���"
���g,��APQ������$+� LS��!#" ���������

t2g

!#��9��A�0�&��g�$�,?>  �!#$�����o�*���$+��&A6#>h�������('V ��A�0�2����!#$;��$�����<#����� @ ��&�&
$�!�W9��������N���"��3X\C$.�������k E����>l9�!���:9�&�!= 0/;,��1�<#!#$��&M���� ���!#���)!La�����N"N�2����� ' � (=3 � & 	
 E�$F9��p�����AY=�1�&�&A6I,��1�<#!#$��&���8���, @ �A���F��� '-����<#��$+Y�&�*����� �!#����������!#$�,���$�<;��!I����$�<#&������7�$�,
@ �A���7!�������M� @ !k �!#����������!#$�,���$�<_��! ��������&����M �!#"���!#$���$+����3 6 'V��&��� ��A��&A6#> @ �R!#9V�0���$������5� @ !
,�!#*�9�&A6�,���<#��$������2���k����$�<#&������ @ �A���^��$�����<#������>

E
t2g

S±
(U − JH) = 1

2

(

U − JH ±
√

(U − JH)2 + 16t2
)

,
� (=3 �G; 	

�$�,^�����_!�������a� @ !�����$�<#&������ @ �A���^��$�����<#������>

E
t2g

S±
(U + JH) = 1

2

(

U + JH ±
√

(U + JH)2 + 16t2
)

,
� (=3 �0(
	

@ �������E��R����� � @ !�����"N���$���$�<)�Z�0�2�����O9���&�!#$�<)��!������ ��������&����5��*�9������ ��>

E
t2g

T±
(t+) = 1

2

(

U − 3JH ±
√

(U − 3JH)2 + 16t2
)

.
� (=3 �4F 	

45���i����<#��$+Y�&�*����h!L������i"N�2����� '�� (=3 �4� 	Q���� � @ �A��� �����M,���<#��$������ �6_<#�AY#��$k��$ �������$+����������� 	(>

0 (4), U − 3JH , U − JH (2), U + JH .
� (=3 �0O
	

6 &���"���$��2����$�<O�����R!#$���� @ ���� 0�N����R$�!�c,���<#��$������2��� @ �A���������R������Y=��!#*���&A6)LS!#*�$�, Sz = ±1&���Y#��&���>�6=����&�,��a���������_!�������R����$�<#&�������3M45����6^���� �

E
t2g

S−
= U − JH (2), E

t2g

S+
= U + JH .

� (=3 �4Q 	
��*��Z��������>i� @ !%!LO�����^����<#��$+Y�&�*�����8�����!% �!#����������!#$�,F��!;����� e �"���&A��!#$��1�$.����<#��$��Z�0�2�����
|Φ+

1 〉
�$�, |Φ+

4 〉
�$�,���!#<#��������� @ �A��������� |Ψασ〉

����<#��$��Z�0�2������>+������6)LS!#��" � @ ! E±
T

��������&�������3
) �('=�E> @ �N$�!���� ���!�������_� @ !m����<#��$��Z�0�2����� |Φ+

6 〉
�$�, |Φ+

8 〉
!L`�����N"N�2����� ' � (=3 �4� 	(> @ �A���

�����5��$+������ 0���$�<#��, ↑ dj�$�, ↓ dC������$���>+9�!��� @ �A��������<#��$+Y�&�*��a8�����!�3 e ! @ ��Y#����>������&A6=��$�<U�����������$.&�! @ ������$�<^!#�������2��!#� S− =
∑

iα c
†
iα↓ciα↑

��!X����������<#�=dC������$I����<#��$��Z�0�2��� |Ψ+
1σ〉 @

�A���
����<#��$���$�����<6

E
t2g

T−
(t−) = 0
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�&���! $�!���aLS*�&�&�!#�M�2�i&��E��Z�i����Z���1�&=o�*���$� 0����$�<k!L������5������*�,�!#������$?3WPX!#���R������ �������&A6#>#���������
�������� '%����<#��$��Z�0�2����� @ �A���%�����7LS*�&�&A6;��*���������������,F!#��9��A�0�&3M �EY#!#�W��$I�����N E����N!L`����� t2g"�!=,���&f> @ �������E��5!#$�&A6�� @ !7����<#��$��Z�0�2�����5!L ����� eg

"�!=,���&Q9��� �!#"��g������*�,�!#������$�&������R*���!#$
J�$��A���

JH

3 IR�� E�&�&���$�<g�����5� @ !)����$�<#&������ @ �A������$�����<6 ES±
= U ±JH

>= �!#"�"�!#$�LS!#�i9�!���
"�!=,���&���> @ �����E�,���&A6m��,���$+���AL 6;����������� @ !m������*�,�!#������$�&������W����<#��$��Z�0�2�����)��W�X�Z6="�"��������� 
�$�,.�$+�C6=�Z6="�"��������� �&���$��E��g �!#")9���$��2����!#$;!L |Φ−

2 〉
�$�, |Φ−

3 〉
�Z�0�2�����k E����Z6=��$�<^�����7!#�=d

��!#���A���O������*�,�!#������$UM �EY#!#����3 � $��&�!#<#!#*���&A6#>+�����U!�������i� @ ! @ �A��� T ζ = −1
�$�,�� @ ! @ �A���

@ �A��� T ζ = 1
������*�,�!#������$7��������&����l �!#"���!#$���$+����>+��*���$���$�< �S,�*��a��! J�$��A���

JH

	���$+��! ,�!#*�9�&A6
,���<#��$������2���R������*�,�!#������$�����$�<#&������ @ �A������$�����<#����� Et2g

S±
(U−JH)

>�����R��� �����9���,���! �����a� @ !
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��,���$+���� E�&f>
T ζ
>����� ���!#���O��$^������"��5!L {|Φ−

1 〉, |Φ+
2 〉}

�$�, {|Φ+
3 〉, |Φ−

4 〉}
9�����$�<� �!#*���&���,X9+6

JH

3i45�������_� @ !����� ���!#���U����  0������ ���������8���,K9+6������_!#����!#���A���gY�&�*����5!L T ζ
3

\C$I �!#$+������Z�E> |Φ−
4 〉

���U����������<#��$��Z�0�2���
E

eg

S = 0
!Li�����

eg

"�!=,���&���!^�A���g������*�,�!#������$

Tζ = 1
���_ �!#$������ZY#��,F����<+���,�&������k!L

JH

3p45��������LS!#���>�,�*�����!X��$���o�*��AY�&���$+�k$�*�")9����k!L
�Z�0�2����� @ �A���F�����^!#����!#���A���pY�&�*��p!L T ζ

LS!#��"���$�<m�����^��*�9�"N�2����� ' {|Φ−
1 〉, |Φ+

2 〉, |Φ+
3 〉}

>
�A���k����<#��$��Z�0�2�����W���EY#������Z���1�&�&A6mo�*���$� 0����,F������*�,�!#������$?3 � L5 �!#*������>l����<+���,�&������W!La�����
������*�,�!#������$K�Z6="�"������Z6#>�������*�,�!#������$Ko�*���$� 0����$�<�!#9���6=�U�� �!#$��Z�������$+�E>

∑

n

T ζ
n = 0,

� (=3 ;0F 	

@ �������_�����_��*�"]��*�$��R!�Y#���R�����_����<#��$��Z�0�2������3
IR��"N���/2�9�&A6#> ��Y#��$;LS!#�O*�$����E�&����Z���� E�&�&A6N&1���<#�

JH = U/4
> �����

eg

<#��!#*�$�,K�Z�0�2���)���U�
����$�<#&���� @ �A���%�����N!= � �*�������,:"�!#9���&��7������*�,�!#������$ |ζ〉 !#��9��A�0�&�� � cK� 3X4��9�&�� (=3 & 	  �!#$+�����
d
,��� �����$�<�!#*��R������,��� �����!#$��5LS��!#" �����_�Z����!#$�<� �!#*���&���$�<7����<#��"��3M\q�O���R����������$+��&A6p9��� E�*����
�����k�������!E'V��"N�2���g&�! @ dC������$p�Z�0�2��� ��$�����<6 Eeg

S0
= −4t2/U

!�Y#�������Z����"N�2�����5����� ����$�,���$� �6
��! @ ���,��NLS������!#"N�<#$���������" �S����<#�=dC������$D�Z�0�2����	��� @ �;���EY#�m&���L �N!#*V�N�����m������ dC��!#������$�<
����!= �����������3 � �)�����&�&h�����)&1�2�����O!#$K�����2�O�����W������ dC��!#������$�<�!Ll�����

eg

��&��� �����!#$��U����"N���$
��"���!#�Z�0�$+�R��Y#��$KLS!#�O&1���<#�

U/t = 20
3 ) ��Y#���Z������&�������>?�A�O���R��Y=��,���$+�U�����2�O��$� ����E�����$�<

JH,���"���$����������`�����_,��APQ������$� ��_9���� @ ����$K�����_&�! @ ���Z�O����$�<#&����R�$�,^����� � @ !��('V ��A����,^��������&�������3
� $F�����p �!#$+������Z6#>i�����^<#��!#*�$�,F�Z�0�2���^!LR�����

t2g

"�!=,���& @ �A���-J�$��A��� JH

���7�;������$
��������&����O� � �!#"����$�����,X9+6X�7������*�,�!#������$m����$�<#&������ cK� 3`4��9�&��B(=3 � 	(3 ) !���� ��_��! @ ��Y#���U�����2�
�A���7��$�����<6

E
t2g

T−
(t+) = −1.2361t

!#9V�0���$���,FLS!#�
JH = U/4

,��APQ�����7Y��Z��&A6-LS��!#" �����
&�! @ ����"�!#�Z�g��!#*�<#��&A6^���Z����"N�2����,K����<#�=dC������$K�('V ��A�0�2����!#$ Et2g

T0
= −2t

� (=3 ;4; 	(3O45���)���E���!#$
!L �������`,����� ��������$� �6����` ����Z�0���$�&A6������UL � ��`�����2�`�����g���� �!#$�,^!#��,����a�����Z��*���9��2����!#$�������!#�Z6
���p �!#$+����!#&�&���, 9+6

t2/(U − 3JH)
9�����$�<-!Lk!#��,���� O(t)

�������3 45��������LS!#���>g�A�p E�$B9��
*�����,D!#$�&A6.LS!#��o�*��&��A�0�2���AY#�p���<#*�"���$+���7��$-������������<#��"��> @ ����&��p�A� @ !#��/���")*� 0� 9����������
LS!#�p��"N�&�&����

JH = U/8
>O6=����&�,���$�<

E
t2g

T0
= −0.8t

>U")*� 0�G �&�!#��������!-����� 6 K ��$�����<6

E
t2g

T−
(t+) = −0.7016t

3
) ! @ @ �7�����&�&M,����� �*����_�����7��$NM�*���$� ���!Lc�����7 ��Z6=�Z�0�&MJ���&�, � (=3 � H 	(3 6 'V ����V�kLS!#�g�����

e �"���&A��!#$��1�$k"N�2����� ' � (=3 &4& 	h6=����&�,���$�<U�����5����<#��$+Y�&�*����
ET±

(t+)
� (=3 & � 	(>�����aLS!#��" !L �����

!�������O"N�2������ ����RLS!#�5�������O E�&� �*�&1�2����!#$^���R �!#$�����,������9�&A6^"�!#���k �!#"���&��� E�2����,^,�*��k��!��,�,�� d
����!#$��&? �!#*���&���$�<�!Ll�Z�0�2����� @ �A���^,��APQ������$+� T ζ 3c\C$X<#��$������&f>��A�5���R$�!�O��!#������9�&��g��!�!#9V�0���$
�$��&A6����� 7�('V������������!#$��WLS!#�k����<#��$+Y�&�*����W�$�,:!#$�������k��!K������!#�Z�W��!m�X$�*�"������� E�&i,��1�<#!2d
$��&���8E�2����!#$?3 e ! @ ��Y#����>�,�*��O��!k�����O��o�*��AY�&���$+�`��!#������$�<W�"���&��A��*�,�����>#�����O����<#��$+Y�&�*����c!L
�����

t2g

"�!=,���&�����!#*�&�,I9�����$�,�������$�,���$+�_!Li�����7��!�0�2����!#$m�$�<#&��
θ
> �f3 �3A>?!#$�������g��!^<#���

����� ���"��g��$�����<6p������ �����*�" LS!#�a�)J���&�, � (=3 � H 	 @ �A����J�$��A��� θ >��� @ ��&�& ��aLS!#�5�),��1�<#!#$��&��$X������*�,�!#������$KJ���&�,K!L������kLS!#��"
E0T ζ 35\q�g� ����U�&�!#$�<7�����k 0�����$m�$�,K �!#����������!#$�,��O��!

θ = 0
��$ 6 o 3�� (=3 � H 	(3 � ����&A6=��$�<7�����W&1�2�������R��"�"���,��1�2����&A6�&��E�,��R��!���,��1�<#!#$��&?LS!#��"T!L

�����g"N�2����� ' � (=3 &�� 	 @ �A���N�����g����<#��$+Y�&�*���� � 0
> ±E0

�$�,
U − 3JH

3 � 9+Y=��!#*���&A6#>
U − 3JH���O�&���!7����<#��$+Y�&�*�� !L������_"N�2����� ' @ �A���pJ�$��A��� θ

> @ �������E��O�����_!���������O E�$X9��_LS!#*�$�,X9+6
�$��&A6����� E�&Q,��1�<#!#$��&���8E�2����!#$?3h45����6X����>

λ0 = 0, λ± = ±
√

E2
c + 4E2

s .
� (=3 ;=O
	



(=3 & 3 6 '�� ��U��!#&�*V����!#$p!Lj����� � @ !2dC���A���  �&�*��Z����� :4:

�  � �!#��,���$�<#&A6#>���*�9��Z���A��*V����$�<
Ec = E0 cos θ

�$�,
Es = E0

2
sin θ

!#$��k���� �!�Y#�����g�����W������Y=� d
!#*���&A67LS!#*�$�,p����<#��$+Y�&�*���� ±E0

3 � �U��"�"���,��1�2����&A6)���� �!#<#$���8��U�����U �!#����������!#$�,���$�<)����<#��$=d
�Z�0�2������3X45����6% �!#$��Z���A��*V����� @ !m,���<#��$������2���N������$%��������&������k�2�W��$�����<6 E0 = 0 @

�A���%�����
!#����!#���A��� ������*�,�!#������$8M �EY#!#���

T ζ = ±1
� cK� 3M4��9�&�� (=3 � 	(3

) *�"������� E�&MY�&�*����k!La������ E�&� �*�&1�2����!#$ @ �A��� E0 = 2t
�$�,

θ = ±2π
3

�����&����Z����,%��$
4��9�&�� (=3 �V3 � &A����!#*�<#�������R��$�����<67������ �����*�" !L������

t2g

"�!=,���&���$�,�����,�,�!=���i$�!�c,�������$�,
!#$ �����^J���&�,D,������� �����!#$?>`�('V���� ��0�2����!#$ Y�&�*�����!L T ζ

��$F����� e �"���&A��!#$��1�$:����<#��$��Z�0�2�����
 ����Z�0���$�&A6%,�!�>i��)�KJ�$��A���N��!�0�2����!#$:�$�<#&��

θ
��$��9�&����)"�� 'V��$�<X!LO�Z�0�2����� @ �A���:,��APQ������$+�

Y�&�*����_!L T ζ
3 � �W�p �!#$�����o�*���$� ��>l�����7��$��A���1�&j������*�,�!#������$

T ζ = ±1
!La������$I��������&������

@ �A���F�����X��$�����<6 ±E0

���7����,�*� ���, *�� ��!
T ζ = ±0.5

9+6F�����^J���&�, @ �A��� θ = ± 2π
3

>
@ �������E��O�A�R���5 �!#$������ZY#��, @ ����$ θ = 0

3
' !#$+������Z6^��!7�����

E0 = 0
 E���� @ �A���m�7������$^��������&����U�$�,X������*�,�!#������$m����$�<#&����O��R�����

t2g

<#��!#*�$�,��Z�0�2���>#����!�Y=��,���,
JH > 0

>J�$��A���`��!#���A���AY#�
E0

��*����������������i����� � �m������*�,�!#������$
 �!#������&1�2����!#$�� �$�,k�Z�0�9���&���8����h�5������$k����$�<#&���� @ �A���_�����i��!#���A���AY#�lY�&�*��M!L T ζ ' 0.5

3 � $_�����
!�������j���$�,?>�����c��PQ�� ��M!LV�����` ��Z6=�Z�0�&�J���&�,W!#$W�����

eg

<#��!#*�$�,W�Z�0�2���`��� ��*��Z�j�����`!#����!#���A���3
) �"���&A6#>V9+6^&��AL ����$�<k�����_,���<#��$������ �6^!L�������*�,�!#������$ M �EY#!#���R�A�R����!#"�!�����a�����_��"�"�!#9���&��
|ξ〉 !#$��3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>i���������p���)$�!�������2��")*� 0�F/���$������� ���$�����<6.��!;9��p<+���$���,F�$�,
����� ' !#*�&�!#")9���$+������� �����!#$��`�Z�0��Z�a��!�9��g ���*� ��1�&f3 e ! @ ��Y#����>�������6p����g$�!���� ��E�9�&A6�9����������
!#�V����"���8���,X9+6m����P ��������3g\C$�,�����,?>QLS��!#"n4��9�&��"(=3 ��!#$��)������� �N�Z����!#$�<� �!#"��������A����!#$
9���� @ ����$p�����g&�! @ ���Z�5����$�<#&����a�$�,N��������&����E>=9�!��� @ �A������!#���A���AY#�O9�*V�5�Z����&�& ��"N�&�&����M�����$���$
�����

t2g

 E����aY�&�*��`!L
T ζ ' 0.45

3 e ! @ ��Y#����>=�A�l9��� �!#"����l��$�����<#������ E�&�&A6W�,VY�$+�0�<#��!#*�����!
���EY#�g�����U��������&����5��5�W<#��!#*�$�,p�Z�0�2���ULS!#�`&1���<#�

JH = U/4
3M\C$p�����A���g!L �����g �!#"���&��� E�2����,

LS!#��" !L�������*�,�!#������$W"�� 'V��$�<59+6_�����i ��Z6=�Z�0�&�J���&�,?> @ �c���EY#�`$�!���� ���,_�����2�h�����c������*�,�!#������$
o�*���$� 0����$�<N���2�����ZJ����O�<+���$������_ �!#$�,��A����!#$ � (=3 ;0F 	`��$p9�!���X�Z6=�Z����"���3

e �EY=��$�<7$�*�"������� E�&�&A6�,���������"���$���,^�&�&������ ����<#��$��Z�0�2����� |φn〉
�$�,p�����  �!#����������!#$�,���$�<

����<#��$+Y�&�*����
En

!Lj����� e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	(> @ �k E�$^��Y�&�*��2���g�����_����Z���A����!#$�LS*�$� �����!#$?>

Z =
∑

n

exp(−βEn),
� (=3 ;0Q 	

LS��!#" @ ���� 0�k��������"�!=,V6=$��"��� M����!#�����Z�������j!L�9�!���W�Z6=�Z����"��� E�$W9��c��$VLS��������,W��$_�����`��$+�������
������"��������R���$�<#�3`45������"�!=,V6=$��"��� ��5!LM��� @ !LS!#&�,X,���<#��$������2��� e *�9�9����,K"�!=,���& @ �A���
��o�*��AY�&���$+� 9��$�,�� @ �� �Z��*�,�����,I��$ IR��L 3 � Q & 3���!#�U�('��"���&��>���������$+������$��&j��$�����<6

U
���

<#�AY#��$X9+6������_�('V���� ��0�2����!#$^Y�&�*�� !Lj�����_��$�����<6 〈E〉 >

U = 〈E〉 =
1

Z

∑

n

〈φn|H|φn〉 exp(−βEn) =
1

Z

∑

n

En exp(−βEn),
� (=3 ;0: 	

45�����R E�$X�&���!79�� @ ���A������$^��$p������"��5!Ll�7,������AY�2���AY#� !Lj�����_����Z���A����!#$NLS*�$� �����!#$?>

U = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ

∂β
.

� (=3L(GH 	
��*��Z��������>������_������ ��AJ� _���E�2�R���R,���J�$���,K��O��,������AY�2���AY#� !L������_��$+������$��&?��$�����<6#>

C =
∂U

∂T
= −kBβ

2∂U

∂β
= kBβ

2∂
2 lnZ

∂β2
.

� (=3L( � 	
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(=3 & 3 6 '�� ��U��!#&�*V����!#$p!Lj����� � @ !2dC���A���  �&�*��Z����� � H �

����$��&�&A6#>������_���� �!#$�,K,������AY�2���AY#� !L
lnZ @ �A���^���������� ��O��! β

<#�AY#����>

∂2 lnZ

∂β2
=

1

Z

∂2Z

∂β2
−
(

1

Z

∂Z

∂β

)2

= 〈E2〉 − 〈E〉2. � (=3L( & 	

@ ���� 0�.���g������"��E�$I��o�*�����N,���Y=�1�2����!#$ 〈δE〉2 !L`��$�,��AY=��,�*��&f>?��$��Z�0�$+�0�$���!#*��k"��E���*����(d"���$+�O!Lj�����_��$+������$��&?��$�����<6
E
� @ �E6pLS��!#" �����_"��E�$pY�&�*�� 〈E〉 >

〈δE〉2 = 〈(E − 〈E〉)2〉. � (=3L(G� 	
� ����$�< 6 o 3 � (=3L( & 	c��!7��&���"���$��2���R�����_���� �!#$�,K,������AY�2���AY#� ��$������_������ ��AJ� _���E�2� � (=3L( � 	(> @ �
 E�$m����&1�2��� �����W����8��k!LM����!#$+�0�$���!#*���M�*� ���*��2����!#$�� 〈δE〉2 ��!������W���2���W�2� @ ���� 0�m��$�����<6
@ ��&�&Q 0���$�<#�k,�*�� ��!�����"��������2��*����_�&A�������2����!#$���>

C =
〈E2〉 − 〈E〉2

kBT 2
.

� (=3L(�; 	

) !���������2�)����� M�*� ���*��2����!#$���!LR��������"�!=,V6=$��"��� �Y����1�9�&����W,���������"���$�����$-<#��$������&
�����O�Z6=�Z����"H����!#�����Z�������c�$�,�����"���&1�����o�*��2����!#$��M��! 6 o 3 � (=3L(�; 	l"N�E6�9��R,������AY#��,?3M\C$�,�����,?>
�E� 0�X������"��������5!Ll���Z6=�Z����"T�����2� @ � JV'^����O�� �!#$���*�<+�2��� Y����1�9�&�� @ ���� 0�X��������������$+���
��������������!#$�����!L`�������Z6=�Z����" ��!^�����������Z��*���9��2����!#$I!L`�������_������"���������3���!#� �('��"���&��>
�����I��PQ�� ��X!L)�$B�('=������$��& "N�<#$������� KJ���&�,

hz
!#$G�-"N�<#$����^ E�$B9��%� � �!#*�$+����,BLS!#�

9+6F�m"N�<#$������� ���$�����<6:������" ��$F� e �"���&A��!#$��1�$%!LR�����pLS!#��" −γhzSz
> @ ������� Sz

���
�����

z
dC �!#"���!#$���$+��!Lg�����X��!�0�&R������$ , >R�$�,

γ
���7�����K<6=��!#"N�<#$������� pL � ���!#��3 �=��$� ��

En = En(hz)
$�! @ > @ �O E�$ @ ���A���a�����R�('V���� ��0�2����!#$7Y�&�*�� 〈Sz〉 = 1

Z

∑

n S
z
n exp(−βEn)��$p������"��5!Ll�7,������AY�2���AY#� !Lj�����_����Z���A����!#$NLS*�$� �����!#$?>

〈Sz〉 =
1

γβZ

∂Z

∂hz
=

1

γβ

∂ lnZ

∂hz
.

� (=3L(4(
	

e �����>
Sz

n

���������XY�&�*��^!L Sz
��$ �����X�Z�0�2��� |φn〉

3 � $�!��������,������AY�2���AY#�X!L
lnZ @ �A���

���������� ��g��!
hz ����!=,�*� ����g�<+���$K�7L � ���!#�O!L Sz

n

��$^�����W��*�"n!�Y#���U�Z�0�2����� �$�,K!#$��kJ�$�,���>
��$X��,������� ��R������&�&���& @ �A��� 6 o 3 � (=3L( & 	(>

∂2 lnZ

∂(hz)2
=

1

Z

∂2Z

∂(hz)2
−
(

1

Z

∂Z

∂hz

)2

= β2γ2
(

〈(Sz)2〉 − 〈Sz〉2
)

,
� (=3L(GF 	

@ ���� 0�%!#$��7���� �!#<#$���8����k��g�����7"��E�$I��o�*����� M�*� ���*��2����!#$�� !L Sz
3 PX!#����!�Y#����>h�����7������$

��*��� ����V����9���&��A�C6
χs

> @ ���� 0�p"��E���*������`�����g�Z������$�<���^!L �����g��������!#$���� !L Sz
��!) 0���$�<#���5��$

hz >����5����!#��!#�Z����!#$��& ��! ∂〈Sz〉
∂hz

3M\q�RLS!#&�&�! @ �`�����2�E>

χs = γ2 〈(Sz)2〉 − 〈Sz〉2
kBT

,
� (=3L(4O
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3

45�����`���`�W*�����LS*�&���,���$+���A�C6���$N�Z�0�2�����Z���� E�&�"��� 0���$��� ��cLS!#�c E�&� �*�&1�2����$�< ��������"N�&�M�*� ���*=d
�2����!#$��M!L?� ���+6=���� E�&�o�*��$+���A�C6#>���Y#��$N�ALQ$�!k�������!#�����1�2���`J���&�,� �!#*���&���$�<g��! �����2�io�*��$+���A�C6



� H & ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

������E����N��$ ����� e �"���&A��!#$��1�$ � � : �# 3 � �K����"���&A6F"N�/�K*�� �IJ� ����A����!#*��7J���&�, @ ���� 0�
 �!#*���&����g��!p!#*��go�*��$+���A�C6 @ ���� 0�%�&�&�! @ �g*��g��!p E�&� �*�&1�2���BM�*� ���*��2����!#$��g!Li������o�*��$+���A�C6
@ �k���� ��$+���������Z����,^��$?>��$�,pJ�$��&�&A6 @ �_�����5����� J���&�,���!78�����!7"N�/���$�<W�����gJ� ����A����!#*��`J���&�,
Y�$������pLS��!#" ����� e �"���&A��!#$��1�$N�<+���$?3�� ���O*��5��*�����!#���k$�! @ �����2�O�)J�$��A���  ��Z6=�Z�0�&?J���&�,
� ������&�!#$�<m�����^ 0�����$?3-45���^ �!#$���*�<+�2����,FY����1�9�&��N��!;�������)J���&�,F���)�����

ζ
dC �!#"���!#$���$+�

!LU�����p��!�0�&5������*�,�!#������$D!#�������2��!#� T ζ
>a�$�,F�����^� @ !:����^&���$�/��,FY=�1�I�;������" ��$-�����

e �"���&A��!#$��1�$
E0T ζ

3%45��*���>i�����p �!#����������!#$�,���$�<;������*�,�!#������$ �S!#��9��A�0�& 	g��*��� ����V����9���&��A�C6
χt

���5��o�*��& ��!�>

χt =
〈(T ζ)2〉 − 〈T ζ〉2

kBT
.

� (=3L(GQ 	
� $�! @ ��$�<)�����g����Z���A����!#$�LS*�$� �����!#$ � (=3 ;0Q 	(> @ �  E�$^�&���! @ ���A��� �$p�('V������������!#$^LS!#�c�����

LS�����_��$�����<6p!L������_�Z6=�Z����"X>

F = −kBT lnZ.
� (=3L(G: 	

����$��&�&A6#>M���EY=��$�<ILS!#*�$�,
F
!#$��^"N�E6F E�&� �*�&1�2���������X��$+����!#�+6

S
> @ ���� 0�D"��E���*������7�����

�"�!#*�$+�R!L�,�����!#��,����5��$p�����_�Z6=�Z����"X>

S = −
(

∂F

∂T

)

V,N

� (=3 F4H 	

� �g���EY#�U����*��a����! @ $p�����2�c�����g/�$�! @ &���,�<#�g!L Z �&�&�! @ �i��!W��Y�&�*��2���g�&�&������g��"���!#�Z�0�$+�
��������"�!=,V6=$��"��� go�*��$+���A��������3 � ���O*��R$�! @ ,����� �*����R���������a����"��������2��*���� ,�������$�,���$� ��3

PK�<#$������� )$��2��*�����!Li�����)<#��!#*�$�,I�Z�0�2���)���g9����Z�_,����� �����9���,I9+6m �!#$�����,�������$�<������)!#$=d
���A��� 〈 , 2

i 〉
�$�,.��$+���������A��� 〈 , 1 ·

,
2〉
������$=dC������$% �!#������&1�2����!#$;LS*�$� �����!#$���3 � $��&�!#<#!#*���&A6#> @ �

�����&�&O,���������"���$��^�����m!#$=dC���A��� 〈 @ 2
i 〉
�$�, ��$+���������A��� 〈 @ 1 · @ 2〉

������*�,�!#������$B �!#������&1�2����!#$
LS*�$� �����!#$��R6=����&�,���$�<7��$VLS!#��"N�2����!#$^�9�!#*V�U�$K!#��9��A�0�&?�Z�0�2���k��!#<#��������� @ �A���X!#��9��A�0�&  �!#�����(d
&1�2����!#$��i9���� @ ����$^$�����<#��9�!#����$�<W���A������3l\C$�����<�3�(=3 & @ �g����������$+�a����"��������2��*����U,�������$�,���$� ��
!La�����N������$ �S��!#&���,%&���$���	 �$�,.������*�,�!#������$ �S,��������,-&���$���	g �!#������&1�2����!#$ILS*�$� �����!#$���>�9�!���
��*��� ����V����9���&��A�������M�$�,7�����O������ ��AJ� R���E�2�c!LQ�����R"�!=,���& @ �A�������A������� eg

�S&���L �i���$���&�� 	�!#�
t2g!#��9��A�0�&��!�S����<#�+�5���$���&�� 	(3 � �_���EY#�k����� e *�$�, � �R�('V 0���$�<#�k �!#*���&���$�<)��!79��

JH/U = 1/8�S<#���E6p&���$���	`�$�,
JH/U = 1/4

�S9�&1� 0/�&���$���	(3
' !#$�����,����7J����Z�������

eg

�Z6=�Z����"X3 � �N&�! @ ����"��������2��*����>`!#$��^�('V���� �������!.���EY#�^�����
 0�����<#�i&�!= E�&���8E�2����!#$O,�*��M��!a�����i�Z����!#$�<R �!#*���&���$�<5����<#��"��

U = 8t
3j\C$�,�����,?>
�����i&�!= E�&������$

"�!#"���$+� 〈 , 2
i 〉
���E� 0�����`Y=���Z��*��&�&A6k�����O"N�<#$��A��*�,��

S(S+1) = 3/4
!L?�����O������$

S = 1/2
>

����<+���,�&������M!L
JH > 0

3 � �������a!L 〈 , 2
i 〉
*���!#$7��$� ����E�����$�<U����"��������2��*����5���l��!#������9�&��a,�*��a��!

�('V ��A�0�2����!#$��O��!���������&����U�Z�0�2������3_45����6;����)�Z�0�9���&���8���,K9+6 e *�$�, � �g��$+������� �����!#$;�$�,mLS!#��"
&�!= E�& ����<#�=dC������$N �!#$VJ�<#*����2����!#$���3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>������U�������U!L 〈 , 2

i 〉
���`&1���<#���iLS!#�c�Z����!#$�<#���

JH = U/4
3 ) �('=�E>������O��$+���������A���R������$=dC������$� �!#������&1�2����!#$)LS*�$� �����!#$ 〈 , 1 ·

,
2〉
��$�,��� E�2�����M�����

� � $��2��*����^!LR�����p<#��!#*�$�,F�Z�0�2���> @ �������E��7�����p �!#����������!#$�,���$�<;������*�,�!#������$FLS*�$� �����!#$

〈 @ 1 ·
@

2〉
��&�&�*��Z�����2�����k��������P ������*�,�!#������$  �!#������&1�2����!#$���3I45���p!#����!#���A����9������EY=��!#�)!L

〈 , 1 ·
,

2〉
�$�, 〈 @ 1 ·

@
2〉
���U�&���! @ ��&�&j������$;��$X9�!���K��*��� ����V����9���&��A��������3 � ��!#$K�0�/���$�<7�����

&�!#<+����A����" !L
χt
@ �_J�$�,X�����2�O�A�R���R!L������ ' *������(d � �������5�C6=��� @ �A���^&���$��E��5����<#"���$+���O��$

������&�! @ �$�,.����<#�;����"��������2��*����7����<#��!#$���3�45���N,�������&1� ���"���$+�_!L`����������� @ !K����<#"���$+���
,�!=���W$�!�)������E�� @ ����$ JH = 0

3 �  � �!#��,���$�<#&A6#>��A�k���k��������*�"N�9�&A6%����&1�2����,%��!K����Z���1�&
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����<#*���� (=3 & � 4j��"��������2��*����;,�������$�,���$� ��.!L � &�!= E�&O������$ 〈 , 2
i 〉
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i 〉"�!#"���$+����� ��!#� 	��������$ 〈 , 1·
,

2〉
�$�,k������*�,�!#������$ 〈 @ 1·

@
2〉
 �!#������&1�2����!#$gLS*�$� �����!#$����S���� �!#$�,

��! @ 	��c������$ log( χs

γ2N
)
�$�,-������*�,�!#������$

log(χt

N
)
��*��� ����V����9���&��A������� � ��������,:��! @ 	(>i�$�,.�����

������ ��AJ� X���E�2� C
kBN

�S9�!����!#"�	W!LU�����X"�!=,���& @ �A��� ���A������������� eg

�S&���L �����$���&�� 	)!#�
t2g!#��9��A�0�&����S����<#�+�)���$���&�� 	(3 7�����"���������� � U = 8t

>
JH = U/8

�S<#���E6.&���$���	(>
JH = U/4�S9�&1� 0/W&���$���	��$�,

E0 = 0
3M�=!#&���, �S,��������, 	l&���$����S��! @ � � d � 	j����LS�����M��!_������$ �S������*�,�!#������$ 	(>

���������� ����AY#��&A6#> �$�,^�����_,�!�ZdC,��������,X&���$����S����<#�+�R���$���&�� 	`����! @ �O����� ������*�&A���5LS!#� JH = 0
3
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o�*���$� 0����$�<k!L
T ζ

,�*��5��!_������ dC��!#������$�<g����!= �����������3i\C$7 �!#$+������Z�E>
χs

����! @ �`�g�C6=���� E�& � �
9������EY=��!#� @ �A���K�� 0������ ����������Z����  �*����m�2�5�����_ ����A���� E�&Q����"��������2��*���� Tc(eg)

3 � 9+Y=��!#*���&A6#>
����� � �I������E6W�����2�i�������i��$7����M8�����!k$����i"N�<#$������� a"�!#"���$+�i�2�M�����5����"��������2��*����59���&�! @
Tc(eg)

�$�,������2�5���c�����g���E���!#$^!L �����g!#9������ZY#��,X �*����^��$
χs

3WPX!#����!�Y#����>������g����Z���� �*�&1��
/���$�/-��$ �����X �*��ZY#�

χs

Y#������*��
T
 �!#��$� ���,���� @ �A��� �����K&�! @ ����"��������2��*����X���E�/F!LU�����

������ ��AJ� ����E�2�E3 ' !#"��������$�<p��!#���A����!#$;!L`�����7���E�/��k �!#����������!#$�,���$�<^��!
JH = U/8

�$�,

JH = U/4
>h!#$��)J�$�,��_�����2�_��$� ����E�����$�<

JH

����,�*� ����
Tc(eg)

3 ) !���>h��! @ ��Y#����>j�����2� LS!#�
JH = U/4

����� &�! @ ����"��������2��*���� ���E�/N��$������ ������ ��AJ� _���E�2�R����&��A���a��$+��!)� @ !�3i45��� J����Z�
!#$��i �!#����������!#$�,��h��!O�5�����$����A����!#$gLS��!#"G�����c<#��!#*�$�,_�Z�0�2���M��!R�����MJ����Z�h� @ !U�('V ��A����,_��������&����
�Z�0�2����� @ �A���)�����a�('V ��A�0�2����!#$W��$�����<6 ∆E1/t = 0.0841

> @ �������E��l�����a���� �!#$�,�!#$��5������E����
,�*��a��!_�('V ��A�0�2����!#$��l��$+��! ����<#�����l&���Y#��&�� @ �A���)�����5�('V ��A�0�2����!#$���$�����<6 ∆E2/t = 0.336

�$�,

∆E3/t = 0.498
3a\C$m �!#$+������Z�E> @ ����$ JH = U/8

>������W�('V ��A�0�2����!#$X��$�����<6X��$+��!7�����kJ����Z�
�('V ��A����,^�Z�0�2���g���`")*� 0�^&1���<#���

∆E ′
1/t = 0.286

> @ �������E��a�����g!�������a�('V ��A�0�2����!#$���$�����<#�����
����I$��E���&A6 *�$��&A��������, � ∆E ′

2/t = 0.338
�$�,

∆E ′
3/t = 0.478

3 45�����^������*�&A���^��$G�
����$�<#&��N9���!+�,:&�! @ ����"��������2��*����N���E�/ 3 ����$��&�&A6#>j����<#�.����"��������2��*��������E�/���!= � �*��),�*��
��!I�����p��������"N�&5�('V ��A�0�2����!#$�� @ ���� 0�D ����E�2���X,�!#*�9�&��^!= � �*����$� ������N�$�, &��E�,-��!% 0�����<#�
,���&�!= E�&���8E�2����!#$?> @ ��&�& ������$K��$������_��*���������������!#$K!L 〈 , 2

i 〉
3

� $;������ �!#$+������Z6#> ��$m�����
t2g

"�!=,���&f>Q�('V ����V�_LS!#�
JH = 0 @

����$I��������$+���������A����������$
�$�,I������*�,�!#������$% �!#������&1�2����!#$KLS*�$� �����!#$�� !�Y#����&1��%�$�,%�����$���<+�2���AY#�> ��!#���A���AY#� 〈 , 1 ·

,
2〉,���"�!#$��Z�����2�����7����� ��P $��2��*����X!Lg�����X<#��!#*�$�,D�Z�0�2���X��*�����!#�Z����, 9+6-�����K������*�,�!#������$

����$�<#&���� @ �A���;$���<+�2���AY#� 〈 @ 1 ·
@

2〉
3k45��������9+6#>

χs

���g!LM����� ' *������(d � �������g�C6=���> @ �������E��
χt

,�������&1�E6=�k����� � �G/���$�/%�2�k�����N ����A���� E�&l����"��������2��*����
Tc(t2g)

3 � $�&���/�7�����
eg
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Tc(t2g)

��! @ ���,��O����<#�����a����"��������2��*�������3 � �O�7������*�&A�E>������_ ����A���� E�&
����"��������2��*������l!L�9�!�����Z6=�Z����"��M,��APQ���l��*�9��Z�0�$+���1�&�&A6#>�������� ��1�&�&A6k��$W�����5&1���<#�

JH = U/4����<#��"��3�\C$�,�����,?>�LS��!#" �����O��!#���A����!#$7!L������O&�! @ ����"��������2��*����R���E�/�!LQ�����R������ ��AJ� O���E�2�
��$ ����<�3C(=3 & >h!#$��� E�$%���E�,.!P-�����2�

kBTc(eg) = 0.025t
> @ �������E�� kBTc(t2g) = 0.35t

3
� ����<#��$�!L��������i"N���/��,�,��APQ������$� ��O���M ����Z�0���$�&A6W�����RL � ��M�����2�c��$� ����E�����$�<

JH

,���"���$����������
�S��$�&1���<#��� 	W�����X<+�� 9���� @ ����$D�����^������$D����$�<#&���� � ��������&���� 	k<#��!#*�$�, �Z�0�2���K�$�,F�����^J����Z�
�('V ��A����,F��������&���� �S����$�<#&���� 	k!LO�����

eg

�
t2g

	W�Z6=�Z����"X>`���������� ����AY#��&A6 � cK� 3-4��9�&���� (=3 � �$�,
(=3 & 	(3

K �APQ������$+�K��$�����<6 ������ ������ !Lk�����
eg

�$�,
t2g

�Z6=�Z����"��X������*�&A�X��$Bo�*��A���;,��APQ������$+�
����"��������2��*���� ��Y#!#&�*V����!#$^!Lh�����_��$+����!#�+6

S
>���R����! @ $X��$ ����<�3�(=3 �V3M\C$p����� LS!#��"����5 E����>

@ �A�����_������$N����$�<#&����`��c�����O<#��!#*�$�,N�Z�0�2���>�Y�$���������$�<#&A6���"N�&�& S
 �!#����������!#$�,��`��!W�k�Z�0�2���

!LM�����ZLS�� ��g!#��,����O��$X�����W�Z6=�Z����" ��$X�����W&�! @ T
&���"��A�E3`ba����� E�&�&A6#>������W!�Y#�����&�&j��Y#!#&�*V����!#$

!LM������ �*��ZY#��� ��$�����<�3S(=3 � � � 	R���OY#���Z6;")*� 0�m�����)���"��>?�f3 �3A>���������$+����!#�+6m���������g�������,�&A6
���!#*�$�,

Tc(eg)
 �!#����������!#$�,���$�<-��!-�����I&�! @ ����"��������2��*����;���E�/D��$ �����I������ ��AJ� ;���E�2�

�$�,.�������!+� 0�����_�����7&���"��A����$�<�Y�&�*��
S = kB ln 28

>h"��E�$���$�<p�����2� ��������$�����<6I!Lc�����
�Z6=�Z����" ����$�,�����!_�U �!#$��Z�0�$+�lY�&�*��a��M�&�&������a"��� ���!#�� �!#���� c�Z�0�2�����M����a��o�*��&�&A6k����!#9��9�&��3
e ! @ ��Y#����>j�N,����0���&���,K9������EY=��!#�g!L S

���
JH

,�������$�,���$+�E3_\C$I�N��"N�&�& e *�$�, � � �('V 0���$�<#�
JH ≤ U/8

����<#��"��> @ ������� LS = 16
����$�<#&A6k!= � �*�������,��Z�0�2�����M����a �&��E���&A6_����������2����,�LS��!#"

,�!#*�9�&A6�!= � �*�������,^�Z�0�2������>
S
��!#�������������g����!#��$+�5!L���$NM��� �����!#$

S = kB ln 16
�2�
kBT ' t

>
@ ���� 0�BLS!#&�&�! @ �NLS��!#" �-Y�$���������$�<- 0������ ������^!Lk�����I������ ��AJ� I���E�2�E3H\C$B �!#$+������Z�E>g��$
�����K&1���<#�

JH = U/4
����<#��"��^L �EY#!#����$�<.������$ ��������&�������>`�����K<+��D9���� @ ����$B����$�<#&A6 �$�,
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t2g!#��9��A�0�&���3M�=!#&���,?>=,��������,?> �$�,p,�!�ZdC,��������,^&���$��U �!#����������!#$�,��5��!

JH = U/4
>
JH = U/8

>

JH = 0
>����������� ����AY#��&A6#3

,�!#*�9�&A6p!= � �*�������,X�Z�0�2�����O���5��"N�&�&����5�$�,^�����_ �!#����������!#$�,���$�<���!#��$+�R!Ll��$NM��� �����!#$^���5&������
�����$����������$+�E3

\C$^L � ��E>������_&���"��A����$�<_Y�&�*��
S = kB ln 28

������*�&A���5LS��!#" �����_ E�&� �*�&1�2����!#$������ZLS!#��"���,
��$ �����I E�$�!#$��� E�&g��$�����")9�&�� @ �A���G�-JV'V��,G$�*�")9����X!LW��&��� �����!#$���3 e ! @ ��Y#����>_��$ �����
<#���$�,� E�$�!#$��� E�&���$�����")9�&��O�2�c����<#�7����"��������2��*����>+��$+����!#�+6 @ !#*�&�,�9��5LS*��Z�������c"�!=,��AJ���,
9+6:���������(d)�$�,FLS!#*�� dC��&��� �����!#$-�Z�0�2������3F\C$�,�����,?>a��$+����!#�+6-�����&�&5�������!+� 0�F�����^&���"��A����$�<
Y�&�*��

S ′ = 2kB ln 16
>j��_�����7��!�0�&M$�*�")9����k!L5��!#������9�&��� �!#$VJ�<#*����2����!#$��k��$%�X,�!#*�9�&A6

,���<#��$������2���)"�!=,���& @ �A���K� @ !p���A������> @ ���� 0�m��$� �&�*�,����U��*� 0�I����<#�K��$�����<6m�Z�0�2�����g���O<#�AY#��$
9+6#>

L′ = 4Nd·N = 162.
� (=3 F � 	
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Y�&�*��

kB ln 3
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�$�,

JH = U/4
!#�
kB ln 6 @

����$
JH = 0
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!���������R���� ����$�<#&�������3 e ! @ ��Y#����>��$+6NJ�$��A��� JH > 0
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3 � �U��$X�����
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> @ �������E�� 〈 @ 1 ·

@
2〉
���i��!#���A���AY#�R�$�,��&�"�!#�Z�M��$�����$����A���AY#�5��!

JH

3
45�����g���g��� M��� �����,I9+6K����� ' *������(d � �������U�C6=���)!L

χs

!#9V�0���$���,KLS!#�
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eg

!#��9��A�0�&�� 	��$�, (=3L( �S9 	 �
t2g

!#��9��A�0�&�� 	(3 K �(d
����$�,���$�<X!#$

JH

> ������&�! @ ����"��������2��*�������$+����!#�+6
S
!Lc�����

eg

�Z6=�Z����" ���A������� Y�$����������
�
JH ≤ U/8

	M!#�c�������!+� 0�����`�����RY�&�*��
kB ln 3

�
JH = U/4

	(3 ' ���Z�0���$�&A6#>+�����O&1�2�������i �!#� d
��������!#$�,�����!g�O������$k��������&�������j�����`<#��!#*�$�,W�Z�0�2���3 ) ��Y#���Z������&�������>�! @ ��$�<O��!O�����cY�$���������$�<
������ ��AJ� _���E�2�E>��&�&Q�����  �*��ZY#���O��$ ����<�3�(=3L( � � 	c���EY#�W����!#��$+�5!L���$NM��� �����!#$

S = kB ln 4
�2�

kBT ' 0.1t
3 ) !���k�����2�U��$X �!#$+������Z�U��!������k E���� @ �A����!#*V�U�� ��Z6=�Z�0�&hJ���&�,?> ���������W���O$�!

��*� 0�%����!#��$+� @ ����$ S = kB ln 16
3 ) �"���&A6#>�9+6m����!#"�!����$�<N!#$��)������*�,�!#������$;!�Y#���g�����

!��������>i�XJ�$��A���N ��Z6=�Z�0�&`J���&�,:"N���/��,�&A6.&�! @ �����W�������Z�0�2����� @ �A���-,�!#*�9�&��N!= � �*����$� �������>
����$� ��W�$X�$��&�!#<#!#*��5<+��^9���� @ ����$X�����_����$�<#&A6p�$�,X,�!#*�9�&A6�!= � �*�������,X�Z�0�2�����5Y�$�����������3

����$��&�&A6#>l��)����! @ $ ��$ ����<�33(=3L( �S9 	(>l�����p��$+����!#�+6:!LR����� t2g

�Z6=�Z����" ���)�&�"�!#�Z�)��$=d
,�������$�,���$+�)!L

JH

3 � �7$�!���������2�
S
���_��$+��������&A6m��*���������������,F�2�_&�! @ T

,�*��7��!X�^������$
����$�<#&����c<#��!#*�$�,��Z�0�2��� �V�A�i���������c�������,�&A67�2�

kBT ' 0.1t
>=�$�,��������!+� 0�����`��Y#��$+��*��&�&A6������

&���"��A����$�< Y�&�*��
S = kB ln 28

>�$�!�5���EY=��$�<7�$+6���!#��$+�a!Lj��$NM��� �����!#$?3i�=*� 0�K�)9������EY=��!#�a���
��,������� ��O �!#$�����o�*���$� ��W!Ll��9���!+�,X����$�<#&��g���E�/���$p�����_������ ��AJ� _���E�2�E3
� $�!�������k��$+���������Z����$�<X������� ��W!L`�����7����������$+�)"�!=,���&M���g��������!#&���!La&�!= E�&�o�*��$+��*�"

M�*� ���*��2����!#$��i,�*��5��! �����R!#��9��A�0�& d M����k������"X3l45�������O����!= ����������`����<#$��AJ� E�$+��&A6W��$� ����E����5�����
����8��)!LM����� e ��&�9����Z�U����� ��7�$�,I����)!L ����$m$���<#&��� �����, � � Q & > � QG;  3 \C$;!#��,����U��!��('��"���$��
�����I��PQ�� ����^!LW��*� 0�G������"�� @ �I �!#$�����,����������;LS!#&�&�! @ ��$�<:&���"��A����!L_�����;LS*�&�&Uo�*��$+��*�"
e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	 �  �&1������� E�&�!#$����S!#$�&A6W�����R\C����$�<_����Z� ,

iα = Sz
iα

!L e *�$�, � �c�('V 0���$�<#�
 �!#*���&���$�<^���_�0�/��$.��$+��!K� � �!#*�$+���$�, @ �N�&���!X&��E�EY#��!#*V�k������������ dC��!#������$�<^����!= ����������
LS��!#" !#$��I!#��9��A�0�&O��!F�����;!������� 	(>go�*��$+��*�" ������$B!#$�&A6 �S$�! !#��9��A�0�& d M���� ������"�	(>g�$�,
J�$��&�&A6�o�*��$+��*�"n������*�,�!#������$m!#$�&A6 �S$�!�������$=d M����^������"�	(3`45���W �!#����������!#$�,���$�<���$+���������A���
������$m �!#������&1�2����!#$XLS*�$� �����!#$�� 〈 , 1 ·

,
2〉
!#9V�0���$���, @ �A����!#*V�U�����) ��Z6=�Z�0�&jJ���&�,I����W��&�!������,

�� LS*�$� �����!#$�� !Lc�����N����!#$����_������"��������
U + JH

��$ ����<�3	(=3 F � � 	(3 ) !���������2� 〈 , 1 ·
,

2〉



� H4Q ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

0 5 10 15 20
(U+JH)/t

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

〈S
1⋅S

2〉

0 5 10 15 20
(U+JH)/t

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2
(a) (b)

����<#*���� (=3 F � \C$+���������A���)������$m �!#������&1�2����!#$XLS*�$� �����!#$�� 〈 , 1 ·
,

2〉
!LM�����)"�!=,���& @ �A���m���A�������

t2g

�S<#���E6%&���$���� 	 !#�
eg

!#��9��A�0�&�� �S9�&1� 0/I&���$���� 	k��kLS*�$� �����!#$��W!La�����^����!#$����W������"��������
U + JH

@ �A��� JH = U/4
�2�g����"��������2��*����

βt = 100
LS!#� � � � 	 E0 = 0

> �$�, �S9 	
E0 =

2t
3��=!#&���, �S,�!�ZdC,��������, 	g&���$�����>?����! @ ������������*�&A��� !Lc��������$+��������&A6K �&1������� E�& �So�*��$+��*�"�	

"�!=,���&f> @ �������E��M,�!������, �S,��������, 	�&���$�����!L������ao�*��$+��*�" ������$ �S������*�,�!#������$ 	�!#$�&A6k&���"��A�E>
���������� ����AY#��&A6#3

����J�$��A���^�$�,D$���<+�2���AY#�^��Y#��$ ��$-�����^$�!#$���$+������� �����$�<
U = 0

&���"��A�),�*��^��!;����� 7��*�&��
������$� �����&��3

\q�W��*���$��W!#*V�k�����2�W���A�������k������$:!#�k������*�,�!#������$ M�*� ���*��2����!#$��W�&�"�!#�Z�k,�!K$�!�)�2PQ�� ��
〈 , 1 ·

,
2〉
!Ll�����) �&1������� E�&j"�!=,���& @ �A���K����� t2g

!#��9��A�0�&����S<#���E6K��!#&���,X&���$���� 	O�$�,;�&�& �����
 �!#������&1�2����!#$ULS*�$� �����!#$�� !�Y#����&1��?3 � $ �����M �!#$+������Z6#>2��$ �����

eg

!#��9��A�0�&"�!=,���& �S9�&1� 0/U&���$���� 	(>
〈 , 1 ·

,
2〉
!LQ�����O �&1������� E�&�"�!=,���& �S��!#&���,7&���$���	�,��APQ�����c$�!���� ��E�9�&A6)LS��!#" �����O!#$��O!#9V�0���$���,

��$F�����^LS*�&�&ao�*��$+��*�" "�!=,���&��S,�!�ZdC,��������,D&���$���	(3 PX!#���X������ �������&A6#>`������$ M�*� ���*��2����!#$��
�S,�!������,N&���$���	l��*������������a����� � �%������$� �!#������&1�2����!#$���> @ �������E��`�����U������*�,�!#������$�,V6=$��"��� ���S,��������,K&���$���	c��*�����!#�Z���R$���<+�2���AY#� 〈 , 1 ·

,
2〉
3

45���%�('V��&1�$��2����!#$B���^����!�Y=��,���, 9+6 �����I����<#��$���$�����<#�����X!LW�����I"N�2����� '
H3

� (=3 � & 	(>
6=����&�,���$�<p�����7&�! @ ���Z�W��$�����<6%�Z�0�2�����k��$I����� Sz = 0

��*�9������ ��3p\C$%������ E�����!L`�����
t2g"�!=,���&Q������6p"���<#�+�59�� @ ���A������$^��$X��<#��$������� LS!#��"X>

E(H3) = 1
2

(
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!Lk�����I �&1������� E�&_�$�,

o�*��$+��*�"
eg

"�!=,���&?,��APQ�����5Y��Z��&A6p! @ ��$�<���!7�����k������$=d M����p������"X3 ����$��&�&A6#>�M�*� ���*��2����!#$��
!#$�&A6N��&���<#�+��&A6N��*������������R����� ������$^ �!#������&1�2����!#$NLS*�$� �����!#$p!Lj�����  �&1������� E�&

t2g

"�!=,���& @ �A���

E0 = 2t
3�45��������9+6#>jLS!#� �����7���/�N!L` �&1����A�C6 @ ������! @ !#$�&A6 〈 , 1 ·

,
2〉
!L`�����7 �&1������� E�&

�$�,^LS*�&�&Qo�*��$+��*�"T"�!=,���&f3
\C$�����<�3 (=3LO @ �.����������$+�I�  �!#"����������!#$G!L)��$+���������A���%������$ 〈 , 1 · , 2〉

�S��!#&���,G&���$���	
�$�, ������*�,�!#������$ 〈 @ 1 · @ 2〉

�S,��������, &���$���	� �!#������&1�2����!#$FLS*�$� �����!#$���LS!#�
eg

�Z6=�Z����" � cK� 3
����<�3	(=3LO � � 	  �$�,;LS!#�

t2g

�Z6=�Z����" � cK� 3 ����<�3.(=3LO �S9 	  ��k��LS*�$� �����!#$;!L
U + JH

3)45���
eg������*�&A���_��&�&�*��Z�����2���k����� � �  �!#������&1�2����!#$��g9���� @ ����$:������$��_��$;����� @ �E�/; �!#*���&���$�<p����<#��"��

U + JH 6 7.5t
3 e ! @ ��Y#����>QLS*��Z�������O��$� ����E����k!L������k��$+������� �����!#$X�Z������$�<���K��$^�����k������� d

��$� ��)!Ll�����kJ�$��A���W ��Z6=�Z�0�&hJ���&�,m 0���$�<#���g<#���,�*��&�&A6������ � �  �!#*���&���$�<���$+��!�����P !#$��>
@ �A���D�����;������LS��������, ��"�"�!#9���&�� |ξ〉 ������*�,�!#������$?> @ �������E�� 〈 @ 1 · @ 2〉

���N!#$�&A6 ��&���<#�+��&A6
�2PQ�� �����,X9+6p����� J���&�,?3
� � @ �K�('V���� �����,?>O��$F�����m�9�����$� ��m!L �IJ�$��A���X ��Z6=�Z�0�&RJ���&�,D�����X<#��!#*�$�,D�Z�0�2���K!L

�����
t2g

�Z6=�Z����" @ �A���-�KJ�$��A���N��$+������� �����!#$:�����K������$:��������&���� �S��!#���A���AY#� 〈 , 1 ·
,

2〉
	W�$�,

�I������*�,�!#������$D����$�<#&���� �S$���<+�2���AY#� 〈 @ 1 · @ 2〉
	(3 45���X���A��*��2����!#$F���� 0���$�<#��, ,�����Z���� E�&�&A6

9+6 �IJ�$��A���K ��Z6=�Z�0�&OJ���&�,?3G45���K������*�&A����$�< 〈 , 1 · , 2〉
����������$ $���<+�2���AY#�K����Y#�E�&���$�<%�����
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� � $��2��*����K!Lg�����K<#��!#*�$�, �Z�0�2���> @ �������E�����!#���A���AY#� 〈 @ 1 · @ 2〉
����! @ �N�����2�N����� � �

������*�,�!#������$p �!#������&1�2����!#$��c����U��*���������������,?3c\C$N�����OLS!#&�&�! @ ��$�<W�=�� �����!#$ @ �g�����&�&  �!#"�������
���������k������*�&A��� @ �A���p�����_!#$��_!#9V�0���$���,^��$������ e � 3

� � � � 0�= � )���.  . � . ��= 9�� ��� �
eg

� 9 ��� 
� ����&�������Y#�����&MLS�E�2��*������W����7<#��$������� ���$;������"�!=,���&�� @ �A���I� @ ! � � O & � � O�;�> � O4O � � OG:  !#�
"�!#��� � � O4(�> � OGFV> � Q4H  !#��9��A�0�&��g�����k��!#$?>j�$�,.!= � �*��k�&����E�,V6 @ ����$.,��1�<#!#$��&l��!#������$�<
���g�����*�"���,?> @ ��$�!���W�����2�U����������"�!=,���&��g����) �&�!#�����O��!������)9������EY=��!#�U!L t2g

��&��� �����!#$��
�

�Z����!#$�<)��$+������� �����!#$��c9���� @ ����$�������" "���<#�+�c�('V��&1���$N� ��Pn��$��Z�0�9���&��A�C6���$���*V������$��2�����
� & Q  3 e ����� @ ���������$+���������Z����,.��$m�����7"N�<#$������� ��$�,%!#��9��A�0�&�!#��,����gLS!#� ��$+������� �����$�< eg��&��� �����!#$���3M\q�`���c/�$�! @ $N�����2�`�Z����!#$�<Wo�*��$+��*�" M�*� ���*��2����!#$��c"N�E67&��E�,���$������O����<#��"��R!L
&1���<#�g��$+�����!#��9��A�0�& ' !#*�&�!#")9p��$+������� �����!#$

U
��!7o�*��&��A�0�2���AY#��&A6N$�� @ 9������EY=��!#�R��$^�UPX!���

��$���*�&1�2��!#� @ �A��� ��������� eg

��&��� �����!#$��h�����h���A��� � � : &  >
9�*V�h�����i �!#"��������A����!#$ 9���� @ ����$kY�����!#*��
"N�<#$������� U�$�,p!#��9��A�0�&���$��Z�0�9���&��A������� @ ��5&��A����&��R�('V��&�!#����,p��$N����� @ �E�/N �!#*���&���$�<)����<#��"��3
45��������LS!#���>=��$��������`�=�� �����!#$ @ �O,���������"���$��R�_��������O,��1�<#���" !LQ�����

eg

��&��� �����!#$�� @ �A������$
����� e � >=���E��� 0����$�<kLS!#�c���������� @ ���� 0�p����O9�!���N!#��9��A�0�&�&A6)�$�,N"N�<#$������� E�&�&A6W��!#&1�����8���,?3
\C$F!#��,����)��!I!#9V�0���$F�m�����$����������$+��,����� ������V����!#$-!LU��*� 0� �����������>`�A�����) �!#$+Y#��$�����$+����!
��� @ ���A��� ����� e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	`9+6^��$+����!=,�*� ���$�<)����� LS!#&�&�! @ ��$�<)!#�������2��!#���!� � :4�  �

ni =
∑

ασ

niασ,
� (=3 FG; 	

mi =
∑

ασ

λσniασ, oi =
∑

ασ

λαniασ, pi =
∑

ασ

λαλσniασ,
� (=3 F0(
	

fiσ =
∑

αβ

c†iαστ
x
αβciβσ,

� (=3 F4F 	

@ �A��� λσ = ±1
LS!#�

σ =↑ (↓) ������$;�$�, λα = ±1
LS!#�

α = x(z)
!#��9��A�0�&f> �$�,

τx
9�����$�<

����� 7��*�&��U"N�2����� 'Q3[45�������I!#�������2��!#���N �!#����������!#$�, ��! � �����m��!�0�&O,���$����A�C6#>O�����K��!�0�&
"N�<#$�������8E�2����!#$?>2�����O!#��9��A�0�&V��!#&1�����8E�2����!#$?>2�����R"N�<#$������� a!#��9��A�0�&���!#&1�����8E�2����!#$?>�$�,7�����
!#$=dC���A���_!#��9��A�0�&SM����?> ���������� ����AY#��&A6#3545��� ' !#*�&�!#")9X��$+������� �����!#$p������"

Hint

� (=3 � 	a E�$K9��
������$ @ ���A������$X�� �

Hint = 1
8

∑

i

[

(3U − 5JH)n2
i − (U + JH)m2

i − (U − 5JH)o2
i − (U − JH)p2

i

]

+ JH

∑

i

fi↑fi↓.
� (=3 F0O
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>
oi

>?�$�,
pi

>Q*�����,;$��('=�g��!
"���$���"���8��k�����7<#��!#*�$�,%�Z�0�2���7��$�����<6#>j����!�Y=��,����^ �!#"���&�������,����� ������V����!#$I!Lc������<#��!#*�$�,
�Z�0�2���k�2�5J�$��A���_,�!#����$�<�3 � �_��"����������8�� �����2�5������6X�&���!�����Y#�E�& �����_,�!#"���$��2����$�<)��!#&�� !L
�����7/���$������� 7��$�����<6;!La,�!#����,%��!#&����_!�Y#���_�����7��*��������('V 0���$�<#�N��$�����<6#3 ) �"���&A6#> &1���<#�
��&��� �����!#$�J�&�&���$�<g!L |z〉 !#��9��A�0�&���> �!#$+������9�*V����$�< ��!k� $������! @ 9��$�,?>+!#�V����"���8����������R/���$������� 
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eg

"�!=,���& �4�4�

��$�����<6W!L���!#&����j��$W"N�<#$������� E�&�&A6U��!#&1�����8���,W�$�,)����Z��&A6 J�&�&���, |x〉 !#��9��A�0�&���>2 �!#$+������9�*V����$�<��!m� @ ��,���9��$�,?3 � $%������ �!#$+������Z6#>j�����N��*��������('V 0���$�<#� ∝ J = 4(tαα)2/U
�2�W&1���<#�

U
��*�<#<#���Z���O�����2�R�����k�Z6=�Z����" @ !#*�&�,K9����������O!#�V����"���8��U�����k"N�<#$������� ��$�����<6 @ ����$X�����

!#��9��A�0�&�� @ �A����&1���<#���M��!#������$�<_��&���"���$+��� txx @ �����O �&�!#�����M��!k���&AL�J�&�&���$�<�3h45������>���! @ ��Y#����>
 E�$�$�!�p���������$G��N�����;&�!#����!L_�����m/���$������� m��$�����<6 ���N��!=!:&1���<#�3 � �;����! @ 9���&�! @
�����2�O�����k �!#"���&��('^��$+��������&1�E6^9���� @ ����$;�&�&?�����k,���<#�������g!L�LS������,�!#"T!Ll�����k"�!=,���& � (=3 � 	
������*�&A���U��$K���2�������U���� �*�&��1��O,�!#����$�<N,�������$�,���$� ���!LM�����W!#��,����U������"���������� � (=3 F0(
	(>Q�$�,
����*��O&��E�,��a��!7����<#��&A6N$�!#$+�����AY=�1�& �$�,^���� 0�X��������_,��1�<#���"���3

� �R��$+Y#���Z����<+�2���a�����5�Z�0�9���&��A�C6W!LQ��!#������9�&��a���������� @ �A���7���A�������M*�$��ALS!#��" !#�M�Z�0�<#<#������,
"N�<#$������� k!#��,����g��$X����� e � 9+6K�('V������������$�<p�����)&�!= E�&h!#�������2��!#��� � (=3 FG; 	O�$�, � (=3 F0(
	R9+6
���������5"��E�$=dqJ���&�,^�EY#�����<#����>

γ2
i ' 2γi〈γi〉 − 〈γi〉2.

� (=3 F4Q 	
\C$;!#��,����O��!����Z�0�9�&������m*�$�9��1�����,;������*�&A����>Q�����) E�&� �*�&1�2����!#$��O����) E���������,m!#*V�g!#$I�N&1���<#�
��& Q × ��& QO �&�*��Z������>*�����$�<g��������!=,��� i9�!#*�$�,���Z6k �!#$�,��A����!#$��j�2��&�! @ ����"��������2��*���� βt = 100

3
��!#�5����"���&��� ��A�C6#>�������!#*�<#��!#*V�5�����_����������$+�g�$��&A6=����� @ �k�����*�"��_ �!#$������Z����$+��&A6 〈fiσ〉 = 0

3

��� �	�� � &!�!��� ����� 1-,.��� , &!��� 1-,�$'� ��&! � 1! �&-,.��� & ����1!�
� �h����! @ $k��$�����<#��3 (=3 Q �S9 	?�$�,B(=3 Q �S��	(>
��$ ����� 7WP �Z�0�2���c�2�

Ez = 0
> @ �A��� 〈m〉 = 〈p〉 = 0

>
�m����<#�����)��&��� �����!#$F,���$����A�C6:���WLS!#*�$�,F��$ |x〉 !#��9��A�0�&�� � 〈o〉 > 0

	(>i��)������$-�����p/���$������� 
��$�����<6K���U&�! @ ������,?>Q�('V ����V� LS!#� x = 0

3U45�����U�Z�0�2���W���U!#*��U����LS������$� ��)�Z�0�2���WLS!#�O��!#������9�&��
"N�<#$������� g��$��Z�0�9���&��A��������3

� �)$�! @ ����!= �����, @ �A���K�����W,����� �*�������!#$m!LM�����W"N�<#$������� k!#��,����g�$�,m!#��9��A�0�&h��!#&1�� d
��8E�2����!#$�LS!#�a� @ !� 0������ ����������Z���� gY�&�*����R!Lj�����W����!#$����5������"���������>

I ≡ U + JH ,
� (=3 F4: 	

�f3 �3A>���$+������"���,��1�2���_ �!#*���&���$�<
I = 4t

>Q�$�,K�Z����!#$�<� �!#*���&���$�<
I = 8t

>�9�����$�<N��"N�&�&����O�$�,
&1���<#���l�����$������O9��$�, @ ��,V��� W = 6t

>=���������� ����AY#��&A6#3 � ���c*��c9���<#��$ @ �A���7����� ��Pn��������3
\C$ ����<�3C(=3 Q � � 	 @ ������! @ ������"N�<#$�������8E�2����!#$ 〈m〉 ��W�pLS*�$� �����!#$%!La,�!#����$�< x LS!#� ��������2����!

JH/U = 0.25 @
���� 0�)���h��������������$+�0�2���AY#�`LS!#�h�����`�Z����!#$�< e *�$�, � ���('V 0���$�<#�a �!#*���&���$�<

����<#��"��3_\C$m�������g E����)��������$+������� �����!#$m��$m�����
o
dC 0���$�$���&l��� �*-;F!#� ����>�* 3 � �g,������� �����,I��$

����<�3�(=3 QV>�����Y#�����& ��P ����������R������$X!= � �*���3
' !#$�����,����hJ����Z�j�����i��$+������"���,��1�2���M��$+������� �����!#$_�Z������$�<���

I = 4t
����! @ $W��$�����<#��3�(=3 Q � �
d

 �	(> @ �������5!#$��`J�$�,��l� @ !_,����� �!#$�$��� �����, ��P �Z�0�2����� � !#$��aLS!#� 0 ≤ x < 1
>+�$�,)�����a���� �!#$�,

!#$��WLS!#�
x ' 1.5

3g45���)&1�2�������U �!#����������!#$�,��g��!p��Y�$ e !�Y#�)����$�<#*�&1����A�C6^��$K�����),���$����A�C6
!LU�Z�0�2������3 �=��$� ��p�A������������,�!#"���$��$+��&A6%����&1�2����,-��!;����� |x〉 !#��9��A�0�&f>M9�!���:�����^!#��9��A�0�&��!#&1�����8E�2����!#$ 〈o〉 � cK� 3�����<�3�(=3 Q �S9 	  �$�,������U"N�<#$������� R��!#&1�����8E�2����!#$ 〈p〉 � cK� 3�����<�3�(=3 Q �S �	 ����W��!#���A���AY#�W��$X�������U,�!#����$�<N����<#��"��3U\C$m �!#$+������Z�E>QLS!#�

0 ≤ x < 1
�����k��!�0�&j��$�����<6K���

"���$���"���8���, @ ����$.�p����<#����� ��&��� �����!#$I,���$����A�C6;���gLS!#*�$�,I��$;����� |z〉 !#��9��A�0�&f> @ �������N�&���!&1���<#���l"N�<#$������� 5"�!#"���$+���i����aLS!#��"���,?3M�=*� 0���$�����!����!#���� `J�&�&���$�<g!L
eg

!#��9��A�0�&���LS!#&�&�! @ �
LS��!#" ��&1���<#�U,��APQ������$� �� 9���� @ ����$X����� txx

�$�,
tzz

��!#������$�<���&���"���$+���!� � :G;  3 ) !���g�����2�
�����_!#��9��A�0�&Q��!#&1�����8E�2����!#$N���5�������k!#����!#���A���g��!������2�R��$p�����_����LS������$� ��B7WP �Z�0�2���3
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�('=����$�,���,F,�*�����!mo�*��$+��*�"  �!#������ �����!#$���� � :0O  3X\C$:����Z���� �*�&1���>j�A�W����!#*�&�,:9����Z������������,
!#*V�W�����2� @ ����&��7������!#��9��A�0�&M��!#&1�����8E�2����!#$I�Z6=�Z����"N�2���� E�&�&A6I������E����W��$:�&�&i�����������>l�����
!#��9��A�0�&? E����Z6=��$�<������k"N�<#$������� "�!#"���$+�O,�!=���O$�!�U$��� ������������&A6^ �!#��$� ���,�� @ �A���^�����k!#$��
 E����Z6=��$�<F����<#��������&��� �����!#$B,���$����A�C6#>g&��E�,���$�<:��! �:����Z���� �*�&1���&A6 ��$+���������Z����$�<F��$+��������&1�E6
9���� @ ����$m"N�<#$������� �$�,^!#��9��A�0�&?,���<#�������O!LjLS������,�!#"X3

� ��� � � *K. � � � � )5= ��=
�=!�L �� @ �_���EY#� LS!= �*�����,X!#$^�Z����*� ���*������ @ �A���^*��p��!�� @ !N�2��!#"��a��$������_*�$��A�5 ���&�&f3 e ! @ d
��Y#����> $���*V����!#$X,��APQ��� �����!#$p�('V��������"���$+���R!#$^$��� 0/��&1�2�����R��!#��$+�5��!������_�('V���Z����$� ��k!LjJ�&�&���,
�Z���������N���������� @ �A��� K�� �)��*�$�$���$�<m,��1�<#!#$��&�&A6I� ���!#���W����� ) � �

2

��&1�$������ � ;�> � (=> & ; �



�4� Q ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

d L× L
,

L× L� O & × O & Q FG; × FG;
; Q4H × Q4H : O & × O &
(JQ4H × Q4H � H*Q4H × Q4H
F O & × O & �4� Q4Q × Q4Q
OJQG; × QG;

4��9�&�� (=3 ; � ' &�*��Z�����a����8����a*�����,p��$N�����g E�&� �*�&1�2����!#$��MLS!#�c����� b ' �Z�����������`����������2����,^9+6��
,��APQ������$+�O,����Z�0�$� ��

d
��$p*�$��A���R!Lj�����_&1�2������ ��g �!#$��Z�0�$+�E3

& :  3;45����6 @ �����^�&���!m!#9V�0���$���,:��$:�����N������!#�Z6:*�����$�<m���A�������W����� e �[�������!E'V��"N�2����!#$
�����&�����,)��!W�  0�����<#�5�����$��ZLS���i"�!=,���&f>#��$ @ ���� 0��9�!���7�����R$��� 0/��& �$�,�!E'=6=<#��$N,���<#�������c!L
LS������,�!#" ����W�('V��&��� ��A����&A6p�0�/��$;��$+��!p� � �!#*�$+��� � H � > � H & > �4� �  >?!#�U9+6X����� 6 K !LMJ�$��A���
 �&�*��Z������� @ �A������$F�����X��PQ�� ����AY#�X� @ !2dC9��$�,D"�!=,���&�� (=3 � 	)�('=����$�,���, 9+6F�����X �!#*���&���$�<I!L
eg

��&��� �����!#$��g��!�������&1�2������ �� � � :4F  3 e ! @ ��Y#����>j,�*��W��!^��&1���<#�W$�*�")9���� !Li9������� �Z�0�2������>
�����)&1�2�������U E�&� �*�&1�2����!#$K����g��!#&���&A6X9�����$I,�!#$��)LS!#�g�$;����<#�+� ���A���W �&�*��Z�����_�&�&�! @ ��$�<�!#$�&A6
LS!#�5���E��� 0����$�<��Z���������g���������� @ �A���X����"N�&�&Q*�$��A�R ���&�&?!#9������ZY#��,m�('V��������"���$+�0�&�&A6N�2�R����<#�
,�!#����$�<7&���Y#��&��

x = 1/3
�$�,

x = 1/2
3i\C$X �!#$+������Z�E>������ e � �&�&�! @ �5!#$�� ��!���$+Y#���Z����<+�2���

K�� �)�Z����*� ���*������ @ �A���.&1���<#���_*�$��A�) ���&�&��W�$�,:����$� ����A�k����!#*�&�,:����!�Y=��,����$-�$�� @ ���W��!
�����)��"���!#�Z�0�$+�Uo�*����Z����!#$ @ �����������g�����),����� ������V����!#$;!L ) � �

2

��&1�$����g9+6K�����)����"���&��AJ���,

eg

"�!=,���& � (=3 � 	l6=����&�,��`������*�&A���` �!#$������Z����$+� @ �A���N�����U 0�����<#�O�����$��ZLS���`"�!=,���& ������,��� �����!#$��� � H � > � H & > �4� �  3 � $N��"���!#�Z�0�$+�i������� ��`!LQ���������O�Z��*�,�������>V��c �!#"��������,7��!_�����R����!#$������ d
��$�< @ !#��/7!#$������O �*������2������> @ �������U�����O����&���Y�$+�`"�!=,���&��M6=����&�, K�� � @ �A��� 1l�"1=6M�<\�1l*��Y�^c
' * 3+

��!#$���� ( �N:  >����5�����2� K�� �U��$^�����k$��� 0/��&1�2�����g���� LS!#��"���,K!L ) � 3+ ��!#$��O E����Z6=��$�<N�
��1=���-* ������$

S = 1/2
&��E�,���$�<���!K� ��P ������$�<#��"���$+�k�&�!#$�< K�� ��3 PX!#����!�Y#����>���$;�����

������ ���,���$�<N�=�� �����!#$?> @ �_���EY#�_!#9V�0���$���,p�������� ,��1�<#���"��`����! @ ��$�<�>���$N����� ����<#��"��g� @ �E6
LS��!#"]���&AL1dqJ�&�&���$�<�>V�� �&��E��5����$�,���$� �6^��!�LS������!#"N�<#$���������" LS!#�

JH = U/4
> !#�O�2�U&��E��Z�R��!

�����
C
d � �G���������LS!#�

JH = 0.15U
� cK� 3 ����<�3�(=3 �4� 	(3p45��������LS!#���>M��$ @ ���2�kLS!#&�&�! @ � @ �

��$+Y#���Z����<+�2���N����������!#�����Z�������W!LUb ' �Z�����������)"N�,��N!#*V�)!LO��������W!LO�2��!#"�� @ �A���-� ��P
������$I��!#&1�����8E�2����!#$ @ �A������$K�����7"�!=,���& e �"���&A��!#$��1�$ � (=3 � 	U��$m����� @ ��,���,�!#����$�<p����<#��"��
0.05 ≤ x ≤ 0.4

3
\C$7!#��,����l��!_!#9V�0���$�*�$�9��1�����,7������*�&A����> @ �5�����ZLS!#��"���,7 E�&� �*�&1�2����!#$��j!#$7&1���<#�a �&�*��Z�������

�$�,X*�����,K�7���� �������!= E�&?����� �� e � >�9������,K!#$p�����_��"N�&�&����Z�5*�$��A�R ���&�&  0��!#�� ��>�����"���&1��i��!
������!#$�����$+����!=,�*� ���,.��$ ' ����V����� ;�3 � �W������Y=��!#*���&A6#> @ � @ !#��/��,-!#$.��o�*������,: �&�*��Z�������
@ �A���I�����7&���$��E�� ,���"���$�����!#$%�&�!#$�<������ x

,������� �����!#$I 0��!#����$:��k������Y=��!#*���&A6I��k�$ *�>�*�1
")*�&A������&��� ��A�C6W!L?�����O��&���"���$+�0��Z6�*�$��A�` ���&�& ,���"���$�����!#$?3 e ! @ ��Y#����>�,�*��O��!W!#��9��A�0�&�,���<#��$=d
����� �6 @ �7��!#&AY#��,;������"��E�$=dqJ���&�,m��o�*��2����!#$��g!#$I��"N�&�&����O �&�*��Z�������_��  �!#"��������,m��!������
!#$����R*�����,XLS!#�R������$�<#&��(dC9��$�, e *�9�9����,K"�!=,���&�� cK� 3M4��9�&���� ;�3L(��$�, (=3 ; 	(3

4j!W��$���*����U�����2�c�����O"�!=,���& � (=3 � 	l���c��$�,�����,N����&���Y�$+�cLS!#�i�����O$��� 0/��&1�2������>V�A�c���i$��� ���� d
����Z6���!��,�!#�V�O�������!#�����1�2���gY�&�*����5!L�������"����������

U
>
JH

> �$�,
Ez

3i45��������LS!#���>��0�/���$�<
��$+��!.� � �!#*�$+�N�����2���j� ) � �����% 0�����<#�(dq�����$��ZLS���N��$���*�&1�2��!#� @ �A��� �����X 0�����<#�(dq�����$��ZLS���
��$�����<6

∆
$��E���&A6:�����X���"��X��������2��!L ) � � >M��� �!#$� �&�*�,���, *���!#$-'�dC���E6+d �9���!#���V����!#$



(=3 ;�3 ����������� ���������� �4� :

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

δF
A

F 
/t

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
x

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

δF
A

F 
/t

d=3

d=4

d=5
d=6

d=7
d=8

d=9
d=10d=11

d=3

d=4

d=5

d=6

d=11 d=10

d=8
d=7

VBC

d=9

DBC

����<#*���� (=3 � � � ������� ��$�����<6p<+���$p!Lj����� 5 b ' � ��!#� 	`�$�, K b ' �S9�!����!#"�	c�Z���������g����������
@ �A���D���������� �����!.����� � � ��������

δFAF

��N�%LS*�$� �����!#$D!L_,�!#����$�<
x
>O��N!#9V�0���$���, �2�

����"��������2��*����
βt = 100

LS!#�W�����
eg

"�!=,���& @ �A��� U = 8t
>
JH = 1.5t

>c�$�,
Ez = 0

3
�������������R����_����������2����,X9+6

d = 3, . . . , 11
&1�2������ ��g �!#$��Z�0�$+����3

��� � � 	p"��E���*�����"���$+��� � � :4Q  �� @ ��&�&k��^!#$ � 7c�B�$�, 9�����"����Z�������&�*�$�<2dC����!= 0����!#"N�2�
������ �����!#�� �!#�+6 � b`\Z� 	5�Z��*�,������ � � :4:  !Ll�����W��&��� �����!#$��� _�Z����*� ���*����)!L �j� ) � >������W������"�d
���������k����)�0�/��$.�� ��$m����������&AL1dC �!#$������Z����$+�kb`!#��$I E�&� �*�&1�2����!#$��U��������!=,�*� ���$�<po�*��A��� @ ��&�&
����!��!=��"���������!#$m������ ������p!L ) � � � & H4H  3 PX!#���������� �������&A6#> ! @ ��$�<���!������)L � ��g�����2�_!#*��
�������!E'V��"N�2����!#$m*V��������&A6K��<#$�!#����� ��&��� �����!#$I �!#������&1�2����!#$�� @ �7������&1� ��)�������Z����!#$�<^!#$=dC���A���
' !#*�&�!#")9%������*�&�����!#$%��$ �j� ) � 9+6.�^��"N�&�&����gY�&�*��7!L`������ 0�����<#�(dq�����$��ZLS���W��$�����<6

∆!L ) � � >��f3 �3A> @ �)����� U = ∆ = 5
� 5 3 ) �('=�E> ��U�����)��$=dC��&1�$�� ) � − � − ) ��9�!#$�,m&���$�<���

��$ �h�
2
) � �

4

!L � 3 :0( � � � Q4:  ���kY#���Z6-")*� 0�:�����p���"��p��) �!#"��������, @ �A��� � 3 Q4: � LS!#��h�
2
' * �

4

� � :4H  > @ ����������!#������$�< tpd

9���� @ ����$-����� pσ

!#��9��A�0�&��W�$�, |x〉 ∼ |x2 − y2〉!#��9��A�0�&��l��!W9��U��c��$��j� '2� >��f3 �3A>
tpd = 1.47

� 5 � � (GF  3l45�����`��$7��*���$�6=����&�,��`�$N��PQ�� ����AY#�
��$=dC��&1�$�� ) � d ) �+��!#������$�<

txx = 0.43
� 5 3 e ! @ ��Y#����>+�A�j���j"�!#���c �!#$+Y#��$�����$+�l��!O�0�/�5��h�����

��$�����<6k*�$��A�
t
�$)��PQ�� ����AY#�

(ddσ)
��!#������$�<O��&���"���$+�� �!#$�$��� �����$�<U� @ ! |z〉 ∼ |3z2−r2〉 !#� d



��& H ' e � 7M4 6 I (=3 � �k�=4 6 Pm� � \C4 e � IOb`\C4 � � K 6  6 )�6 I � ' �

5 b ' K b '
x d F/t d F/tHV3 H0( �4� & 3 Q4Q �4� �4��& 3 Q0OG:G;

HV3 H4F �4� & 3 Q4�0OGF �4��& 3 Q4� & F
HV3 H0O �4� & 3LOG:G;0F �4��& 3LOGQ0OGH
HV3 H4Q �4� & 3LO4( � : �4��& 3LO�;0�4H
HV3 H4: � H & 3LOGH4:4: � H & 3LOGH4H �
HV3 � H � H & 3 F4F0O4O : & 3 F0(4OGH
HV3 �4� : & 3 F & (GQ Q & 3 F � ;0H
HV3 ��& Q & 3L(GQ4�4: O & 3L(4O ��&
HV3 � ; O & 3L(GH4H � F & 3 ;0Q0(G�
HV3 � F F & 3 ; � F & F & 3 �4:4:0O
HV3 � Q ( & 3 �4� & : ( & 3 � � �4H
HV3 & H ( & 3 & ;0Q0( ; & 3 &4& : �
HV3 & ( ; & 3 H4�4:G; ; & 3 H � (4(
HV3 �4H � � 3 Q4� & ( � � 3 Q4H & :
HV3 ;0H � � 3 ;0F � : � � 3 ;0H4Q �

4��9�&�� (=3L( � ' !#"����������!#$X!LM�����W<#��!#*�$�,m�Z�0�2���kLS�����W��$�����<6 F LS!#�R����� 5 b ' �$�, K b '
�Z��������� ����������U��5LS!#*�$�,^��$p�����

eg

"�!=,���& @ �A��� U = 8t
>
JH = 1.5t

�$�,
Ez = 0

3

9��A�0�&��h�&�!#$�<5�����
c
d �
'V����>2����&1�2����,_��!

txx
Y=�1�5�����a�=&1�2����� d � !#�Z�����h����&1�2����!#$

t = 4txx/3 ' 0.6� 5 >���!N�����2�
U ' 8t

3 ) �('=�E>Q�����kY�&�*��k!L e *�$�, � �g�('V 0���$�<#��9���� @ ����$ t2g

��&��� �����!#$��U��$
) � �

J ′
H = 0.8

� 5 � & H4H  >����k�����!= ��1�2����, @ �A��� JH

LS!#�
eg

��&��� �����!#$��_������!#*�<#�:�X����"���&��
����&1�2����!#$?>

JH = J ′
H +B,

� (=3LO � 	
@ ������� B

�Z�0�$�,��lLS!#������� IO� E���������"�������� � & H �# 3l4��/���$�<g��$+��!_� � �!#*�$+�M�����2�
B ' 0.13� 5 LS!#� ) � �

2

� & H &� >�!#$��7J�$�,��
JH = 0.93

� 5 >h�f3 �3A>
JH ' 1.5t

3�\C$�,�����,?>l�A�k����k9�����$
����! @ $%�����2� JH = 1

� 5 ��������!=,�*� ����_�������('V��������"���$+�0�&M9��$�,I<+��%�$�,;�����7"N�<#$������� 
"�!#"���$+�M!L �h�

2
) � �

4

� & H4�  3�����$��&�&A6#>29��$�,7�Z����*� ���*����O E�&� �*�&1�2����!#$�����$)�����R&�!= E�&V,���$����A�C6
�������!E'V��"N�2����!#$ ������,��� ��^�����% ��Z6=�Z�0�&_J���&�,G����&��A������$�<-9���� @ ����$ eg

!#��9��A�0�&��N��! 9�� HV3L(
� 5 � & HG;  3 � $ �����m!�������p���$�,?> � � � ������ ������:����Y#�E�&_�.&1���<#���N����&��A������$�<.!LBHV3LO%� 5
� & H0(  >V� Y�&�*��O�&���!_,���,�*� ���,�LS��!#" �����O!#�V���� E�&������� �����!#�� �!#�+6 � � H4�  3 � &A��!#<#����������> @ �U�����
Ez = t = 0.6

� 5 ��R�7���E�&����Z���� OY�&�*�� !Lj�����_ ��Z6=�Z�0�& J���&�,^����&��A������$�<)��$p�����_$��� 0/��&1�2������3
� �W����!= �����,m$�! @ ��!N,����� �*����g!#*��O/��6Ko�*��&��A�0�2���AY#� ������*�&A���U!#9V�0���$���,XLS!#�R��$� ����E�����$�<

,�!#����$�<�3�����<�3N(=3 � �W����! @ �aLS�����g��$�����<6�<+���$N!L ����� 5 b ' �$�, K b ' �Z���������U���������� @ �A���
���������� ��j��!5����� � �^��������

δFAF

��j�aLS*�$� �����!#$k!LV,�!#����$�<
x
>#�� !#9V�0���$���,k�2�h����"��������2��*����

βt = 100
LS!#�c�����

eg

"�!=,���& � (=3 � 	 @ �A��� U = 8t
>
JH = 1.5t

>��$�,
Ez = 0

3 � $��&�!#<#!#*���&A6
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x = 0.4
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d
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������"��c$�!�M��!k����!#"�!���5$�!���� ��E�9�&A6��$+6��Z���������5����������
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<+�2����$�<;�������� ��1�&�&A6:�E�����&A6:�&�!#$�< K�� � @ �������p����� � �[!#��,����7��������Z���1�&�&A6%��*���������������,?3
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∝ JFM = 4(txz)2/(U − 3JH)
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9�!���^ 0�����<#�

Qc = ±π(2ε, 2ε)
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Qs = π(1 ± ε, 1 ± ε)
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x
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ε = x
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ε
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µ
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ε = 1/3
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Ez = t
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>
JH = 1.5t

>��$�,
Ez = 0

3

Y�&�*�� ' −1
� 5 �2��!#&�� � cK� 3 ����<�3 & 3 : �S, 	  9+6B�.L � ���!#��!L & 3 \C$�,�����,?>g�����*�"���$�<:�����

��PQ�� ����AY#����!#������$�<
t = 0.6

� 5 >?!#$��)!#9V�0���$��
∆µ ' −2.2

� −2.1
	O� 5 �2��!#&��WLS!#�

Ez = 0�
Ez = t

	(>����������� ����AY#��&A6#3R45��������LS!#���> @ �) �!#$� �&�*�,��_�����2�U���A�������O!#$��W$�����,��O��!N E����Z6X!#*V�
 E�&� �*�&1�2����!#$�� @ �A������$F"�!#���p���E�&����Z���� N")*�&A����9��$�,-"�!=,���&�� @ �A���F!E'=6=<#��$ �2��!#"���>i!#�)�����
Y�&�*��O!L?�����U��PQ�� ����AY#�g��!#������$�<W���`�W,��� ����E�����$�<WLS*�$� �����!#$N!L ,�!#����$�<

x
> @ ���� 0�� �!#*�&�,N9��

��� �����9���,^��!��$^��$� ����E�����$�<7,�����!#��,����5��$p�����_�Z6=�Z����"X3
� ������!= �����,%$�! @ ��!�J�<#*�����!#*V� @ ����������� ���������Z�0�9�&���������,;������*�&A���  �!#$� �����$���$�<p�����

<#��!#*�$�,p�Z�0�2��� @ �A��������� K b ' �Z���������U��������_�� @ ��&�&?��a,�!#����$�<),�������$�,���$� ��_!L ε
�$�,

ν
>

������E��a��!#&���&A6N��$������ ���E�&����Z���� 
eg

"�!=,���&Q!#�5�AL ������6^���� �&���!7�) �!#"�"�!#$NLS�E�2��*���� !Lh�����
K K e "�!=,���& @ �A���-�K����"���&��AJ���,%��!#������$�<m"N�2����� ' tαβ = −(t/2)δαβ

3 ) !���>������2�W�����
�EY#�����<#�g9��$�, @ ��,V����!L ����� eg

�$�, K K e "�!=,���&��c���i�����g���"��> @ ���� 0�p��$���*������a�����2�`LS!#�
��<#�AY#��$

U
> ��&��� �����!#$��g��$;9�!���;"�!=,���&��g����7�������!E'V��"N�2����&A6X��o�*��&�&A6X �!#������&1�2����,?3 e �����>

@ �g�����&�& �����`�����U���"��RY�&�*��O!Lh������"����������`�� @ �U���EY#�g 0��!#����$�LS!#�i����� eg

"�!=,���&f>��f3 �3A>
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5 b ' K b '
x d F/t d F/tHV3 H0(GH �4� �V3 � H4:0( �4� �V3 � H4H4H

HV3 H0(4( � H*�V3 H4: ��& �4� �V3 H4Q4HG;
HV3 H4F4H : �V3 H0O & : �4� �V3 H4F � H
HV3 H4F0( Q �V3 H0(�;=O � H*�V3 HG; � O
HV3 H0OGH Q �V3 H4�4FG; : �V3 H &4& (
HV3 H4Q4H Q �V3 H4H4H � Q & 3 :4Q4�4:
HV3 H4:4H O & 3 :4F4�4F O & 3 :G;=(�;
HV3 � H4H F & 3 : & F4: O & 3 :4H0OGH
HV3 �4� H ( & 3 Q4:4H & F & 3 Q4F4Q4�
HV3 ��& H ; & 3 Q0(G�4Q ( & 3 Q4�4H �
HV3 � ;0H ; & 3LOGQ4H0O ( & 3LO4(G�4H
HV3 � F4H � & 3LOGH0O4O ; & 3 F0OGF4H
HV3 � Q4H � & 3 F4�G;=O ; & 3L(G:4:4F
HV3 & H4H � & 3L(GF & F � & 3L( &4& O
HV3 �4H4H � & 3 &���& : � & 3 � (G� �
HV3 ;0H4H � � 3 Q4Q4H4: � � 3 Q �4� F

4��9�&�� (=3 F � ' !#"����������!#$.!L5������<#��!#*�$�,-�Z�0�2���NLS��������$�����<6
F
�����)���A����LS!#�k����� 5 b '

�$�, K b ' �Z���������_����������g��5LS!#*�$�,K��$^����� K K e "�!=,���& @ �A��� U = 8t
>
JH = 1.5t

>��$�,

Ez = 0
3

U = 8t
>
JH = 1.5t

>��$�, @ �_ �!#$�����,����5!#$�&A6������ Ez = 0
 E����3i\C$K�,�,��A����!#$?> @ �_�����Z������ ��

!#*�������&AY#����> ,�*�� ��!7��o�*��AY�&���$� ��_!Lj�����_9��$�,���>���!������_��*�9������ �� @ �A��� 〈o〉 = 〈p〉 = 0
3

����<�32(=3 � F:����! @ �pLS�����;��$�����<6 <+���$ !L_����� 5 b ' �$�, K b ' �Z���������;���������� @ �A���
���������� ��j��!5����� � �^��������

δFAF

��j�aLS*�$� �����!#$k!LV,�!#����$�<
x
>#�� !#9V�0���$���,k�2�h����"��������2��*����

βt = 100
LS!#�O����� K K e "�!=,���&f3��������Z�U!Lc�&�&f>�LS!#�g�7JV'V��,;,�!#����$�<N,��1�<#!#$��&h�Z����*� ���*������

����;�<+���$D����<#$��AJ� E�$+��&A6 &�! @ ������$ ��$�����<6D�����$ Y#���Z���� E�&U!#$���� � cK� 3 �&���!:4��9�&�� (=3 F 	(3
PX!#����!�Y#����>#�&���!5��$ �������  E����> @ �i���� �!�Y#���j�������c�a����$�,���$� �6 ��!R<#���,�*��&# ���!#����!�Y#���j��! @ ���,��
�Z���������_���������� @ �A���^��"N�&�&����5*�$��A�R ���&�&��R*���!#$X��$� ����E�����$�<�,�!#����$�<�> ) !���> ��! @ ��Y#����>������2�
��$K �!#$+������Z�U��!������W������,��� �����!#$��O"N�,�� @ �A������$X����� eg

"�!=,���&f>��Z����*� ���*������ @ �A���XY#���Z���� E�&�S,��1�<#!#$��& 	 K�� ������������2����,D9+6 �I,����Z�0�$� ��
d ≥ 5

����p�����^&�! @ ���Z�N��$�����<6F��!#&�*V����!#$��
!#$�&A6m��$I�p$������! @ ,�!#����$�<p����<#��!#$

x . 0.12
�
x . 0.15

	(>?���������� ����AY#��&A6#3 e ��$� ��>j��$m�����
K K e "�!=,���&f>=!#$�� !#9������ZY#���U�)L ��Z�5Y����1�2����!#$N!Lj����� !#�V����"N�&�,����Z�0�$� ��

d @
���� 0�X����!#*�&�,

������*�&A�a��$��W��"N�&�& !#�V����"N�&��Z���������RJ�&�&���$�<�3j\C$�,�����,?>���a,������� �����,���$ ����<�3�(=3 � O=>V�W&���$��E��i��$
x
����<#"���$+�g!L������W��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6

ε
>Q�('V �����,��U�����W�('V��������"���$+�0�& Y�&�*��k��$ �j� ) �

��!#*�<#��&A6 9+6W�5L � ���!#� & � � 3L(
	?��$_�����` E����c!L������ 5 b ' � K b ' 	h�Z���������i��������>#���������� ����AY#��&A6#3
' !#$�����o�*���$+��&A6#>V�����O!#�V����"N�&��Z���������5J�&�&���$�<_��$7�����RLS!#��"����c E����U���i��*�9��Z�0�$+���1�&�&A6�����,�*� ���,
,�! @ $K��! ν ' 0.55

�$�,m��$X�����W&1�2�������O E����
�

,�! @ $m��! ν ' 0.65
� cK� 3�����<�3S(=3 � O �S > , 	  3

����$��&�&A6#>=!#$�� J�$�,��5�����2�R�����_ 0����"��� E�&?��!����$+���1�&?��$p����� 5 b ' �Z��������� ��������k���5����&��E�����,
�&����E�,V6p�2�

x ' 0.14
�$�,K�2�R��&���<#�+��&A6N&1���<#���5,�!#����$�<

x ' 0.16
��$p����� K b ' !#$��3
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����<#*����U(=3 � O � K !#����$�<K,�������$�,���$� ���!L � � �V> 9 	 "N�<#$������� 7��$� �!#"�"���$���*����9���&��A�C6 ε > �S > , 	�Z���������OJ�&�&���$�<
ν
>��$�, �S�> L 	i 0����"��� E�&Q��!����$+���1�&

µ
LS!#�c����� 5 b ' �S&���L � 	c�$�, K b ' �S����<#�+� 	

�Z���������U<#��!#*�$�,��Z�0�2���g,���,�*� ���,�LS��!#" ����<#��3 (=3 � FV3  ���E6���!#&���,N&���$��R��$����$���&�� � �V> 9 	i����! @ �
�����_�('V��������"���$+�0�&?9������EY=��!#�R!L

ε
��$��j� ) � 3

\C$F!#��,����W��!mJ�$�,F!#*V�)���������E���!#$F!LO��*� 0� �KY��Z��,����� ��������$� �6-9���� @ ����$F�����p�����(d
,��� �����!#$��O"N�,��k��$X�����

eg

�$�,m��$X����� K K e "�!=,���&f>�&����U*��g$�! @ ��$+Y#���Z����<+�2���W �&�!#�����R�����
����!#�����Z��������!LO��,��E�&���8���,.J�&�&���,F�$�,F���&AL1dqJ�&�&���, K�� ��3-\C$F����Z���� �*�&1�� @ �^�����&�&`,����� �*����
�����g&�!= E�&���!#&��U,���$����A�C6

nh(lx)
>V&�!= E�&�"�!=,�*�&1�2����,N"N�<#$�������8E�2����!#$N,���$����A�C6

mπ(lx)
>V&�!= E�&

��!#&��5!#��9��A�0�&���!#&1�����8E�2����!#$
oh(lx)

>��$�,�&�!= E�&�"�!=,�*�&1�2����,�"N�<#$������� 5!#��9��A�0�&V��!#&1�����8E�2����!#$
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pπ(lx)
�

nh(lx) =
∑

α

nhα(lx), mπ(lx) = (−1)lx,
∑

ασ

λσnασ(lx),
� (=3LO & 	

oh(lx) =
∑

α

λαnhα(lx), pπ(lx) = (−1)lx
∑

ασ

λαλσnασ(lx),
� (=3LOG� 	

@ ������� nασ(lx)
���5�����_&�!= E�&Q!#��9��A�0�&Q 0�����<#�_,���$����A�C6#>

nασ(lx) = 〈n(lx,0)ασ〉,
� (=3LO�; 	

@ �������E�� nhα(lx)
,���$�!�����5�����_&�!= E�&?!#��9��A�0�&Q��!#&�� ,���$����A�C6#>

nhα(lx) = 1 −
∑

σ

nασ(lx).
� (=3LO4(
	

��*��Z��������"�!#���>���"���!#�Z�0�$+�i��$VLS!#��"N�2����!#$��9�!#*V�i�����O$��2��*����O!L �Z���������R����������`���i����!�Y=��,���,
9+6������k�EY#�����<#�k&�!= E�&Q��$+�����!#��9��A�0�&Q,�!#*�9�&�� != � �*����$� �6#>

D(lx) =
∑

α

nα↑(lx)nα↓(lx),
� (=3LOGF 	

�� @ ��&�&h��59+6p� @ !�&�!= E�&Q��$+������!#��9��A�0�&Q,�!#*�9�&�� != � �*����$� �������>

Dσσ̄
xz (lx) =

∑

σ

nxσ(lx)nzσ̄(lx),
� (=3LO4O
	

Dσσ
xz (lx) =

∑

σ

nxσ(lx)nzσ(lx).
� (=3LOGQ 	

@ ������� σ̄ = −σ 3-4j!.��������� ��1�2���p9����������)�����^,��APQ������$� �����9���� @ ����$ ����� K K e �$�,
eg"�!=,���&f> @ �N �!#"�������7��$ ����<�3C(=3 � QV>j&�!= E�&l��!#&�� nh(lx)

�$�,%"�!=,�*�&1�2����,I"N�<#$�������8E�2����!#$
,���$����A�C6

mπ(lx)
!L �����XJ�&�&���, 5 b ' �$�, K b ' �Z���������K��������KLS!#*�$�, �2�N����"��������2��*����

βt = 100
��$����A�������i"�!=,���&�!#$��

64×64
 �&�*��Z����� @ �A��� U = 8t

>
JH = 1.5t

>
Ez = 0

>V�$�,

x = 1/8
3 ��!#�O �!#"���&�������$������ @ ���&���!N����! @ >QJ�$��A���k��$X����� eg

"�!=,���&f> &�!= E�&h��!#&��
oh(lx)�$�,X&�!= E�&Q"�!=,�*�&1�2����,p"N�<#$������� 

pπ(lx)
!#��9��A�0�&?��!#&1�����8E�2����!#$?3

45���_!#9������ZY#��,X,��APQ������$� �����>�����!#$�!#*�$� ���,X�������� ��1�&�&A6N�2� K�� ��>�LS!#&�&�! @ �`,������� ���&A6�LS��!#"
�����kL � ��U�����2�g�E� 0�m"�!=,���&j������LS�����g�N,��APQ������$+�g��PQ�� �� ����&�����$�<7��!�����,�*� ��),�!#*�9�&��W!= � �*=d
���$� �6N�2�`����!#���U���A������3 ) �"���&A6#>=��$7�����

eg

"�!=,���&f>�&1���<#�R��!#���A���AY#�
oh(lx)

�2� K�� �a"��E�$��
�����2�`�A�c���c��$�����<#������ E�&�&A67�,VY�$+�0�<#��!#*��c��!W!#�V����"���8��a�����U/���$������� O��$�����<6�!L ��!#&����c,�!#����,
��$+��!������ |x〉 !#��9��A�0�&���>  �!#$+������9�*V����$�<���!�� @ ��,��W9��$�,?3 e ! @ ��Y#����> ��$X����� e � > �����W!#$�&A6
@ �E6���!�!#�V����"���8��R����� !#$=dC���A���g��$�����<6����`��!�,���Y#��&�!#�X�)�Z����!#$�<7������$p��!#&1�����8E�2����!#$ @ ���� 0�?>
��$���*���$?> @ !#*�&�,p$�!���� ��E�9�&A6N����,�*� ��_����� /���$������� g��$�����<6p<+���$?3 � $p�����_!�������5���$�,?>�!#$��
 E�$N�EY#!#��,���*� 0�N,������,VY�$+�0�<#��!#*��i��*���������������!#$N9+6��_�Z����!#$�<_����,�*� �����!#$�!L?��&��� �����!#$7,���$=d
���A�C6#3_45�����g�('V��&1���$��g �&��E���&A6X&1���<#���U��!#&��W,���$����A�C6

nh(lx)
�&�!#$�< K�� � ��$K�����

eg

"�!=,���&f>
��R �!#"��������,p��!������_ �!#����������!#$�,���$�<7Y�&�*��gLS!#*�$�,^��$p����� K K e "�!=,���&f3�\C$�,�����,?> ��$p�����
&1�2�������a E���� 9�!���^9��$�,��O����g��o�*��AY�&���$+�E>�������*�&A����$�<���$

oh(lx) = pπ(lx) = 0
3 e ��$� �� �������
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����<#*���� (=3 � Q � � != E�&���!#&�� nh(lx)
� ��!#� 	c�$�,p"�!=,�*�&1�2����,�"N�<#$�������8E�2����!#$�,���$����A�C6

mπ(lx)�S���� �!#$�,7��! @ 	(>+�� @ ��&�&���l&�!= E�&=��!#&�� oh(lx)
� ��������,)��! @ 	��$�,�&�!= E�&="�!=,�*�&1�2����,W"N�<#$������� 

pπ(lx)
!#��9��A�0�&���!#&1�����8E�2����!#$ �S9�!����!#"�	?!L������cJ�&�&���, 5 b ' �S&���L � 	h�$�, K b ' �S����<#�+� 	 �Z���������

��������RLS!#*�$�,��2�i����"��������2��*����
βt = 100

��$7���A�������M����� K K e �S!#����$7 ����� �&���� 	�!#�
eg

� J�&�&���,
 ����� �&���� 	a"�!=,���&?!#$K�

64 × 64
 �&�*��Z����� @ �A��� U = 8t

>
JH = 1.5t

>
Ez = 0

> �$�,
x = 1/8
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 �!=!#��,���$��2��� �Z6=�Z����"X3i\C$^�����_,���<#��$������2��� e *�9�9����,X"�!=,���&

oh(lx) = pπ(lx) = 0
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Dσσ̄

xz (lx)
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Dσσ
xz (lx)

�S9�!����!#"�	j,�!#*�9�&��5!= � �*����$� �������>�!LQ�����5J�&�&���,
5 b ' �S&���L � 	c�$�, K b ' �S����<#�+� 	i�Z���������g��������_����! @ $^��$�����<�3 (=3 � QV3 � ����$ � J�&�&���, 	i ����� �&����
,���$�!��� �����_������*�&A���5LS!#*�$�,X��$p����� K K e �

eg

	a"�!=,���&f>V���������� ����AY#��&A6#3

"�!=,���&�6=����&�,��`�k"�!#���R&�!= E�&���8���,7�Z���������O�������� @ �A���N�k&1���<#���i"N�<#$�������8E�2����!#$ |mπ(lx)|
�2�

K�� �R�����$p�����_!#$��_!#9V�0���$���,^��$p�����
eg

"�!=,���& � cK� 3 ����<�3�(=3 � Q 	(3
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����,�*� �����!#$;!Li������&�! @ dC��$�����<6m��$+������!#��9��A�0�& Dσσ
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,�!#*�9�&��)!= � �*����$� �6;������*�&A����$�<���$I�
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pπ(lx)
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��������RLS!#*�$�,��2�i����"��������2��*����
βt = 100

��$7���A�������M����� K K e �S!#����$7 ����� �&���� 	�!#�
eg

� J�&�&���,
 ����� �&���� 	a"�!=,���&?!#$K�

64 × 64
 �&�*��Z����� @ �A��� U = 8t

>
JH = 1.5t

>
Ez = 0

> �$�,
x = 1/8

3
��!#�c �&1����A�C6#>+�����

eg
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 �!=!#��,���$��2��� �Z6=�Z����"X3i\C$^�����_,���<#��$������2��� e *�9�9����,X"�!=,���&

oh(lx) = pπ(lx) = 0
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Dσσ̄

xz (lx)
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Dσσ
xz (lx)

�S9�!����!#"�	 ,�!#*�9�&��N!= � �*����$� �������>M!La����� e 5 b '
�S&���L � 	��$�, e K b ' �S����<#�+� 	W�Z���������X��������X����! @ $ ��$ ����<�3 (=3 & HV3 � ����$ � J�&�&���, 	W ����� �&����
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eg

	a"�!=,���&f>V���������� ����AY#��&A6#3

��"N�&�&����M"N�<#$�������8E�2����!#$ |mπ(lx)|
�2� K�� �5��` �!#"��������,���!k�����U!#$��RLS!#*�$�,���$������ K K e

"�!=,���&f3 e ! @ ��Y#����>a����,�*� ���, |mπ(lx)|
�2�)����!#���^���A�����7�&�&�! @ �W�����p�Z6=�Z����" ��!I!#�V����"���8��

9���������� �����7/���$������� ���$�����<6I<+���$ @ ���� 0�.����������$+��&A6;!�Y#���� �!#"�����$����2�����W�^&1���<#�)!#$=dC���A���
��$�����<6W!#$�&A6 @ ����$������`!#�V����"N�&+J�&�&���$�<O���� �&�!#���c��!g!#$��a��!#&�� � ) �����A���>#"��E�$���$�<O�����2��LS!#�l�
<#�AY#��$N,�!#����$�<_&���Y#��&f>+����� K�� �`����!#*�&�,�9��O����������2����,N9+6N�_&1���<#���M,����Z�0�$� ��U��c �!#"��������,
��!;������,��� �����!#$��W"N�,�����$.����� K K e "�!=,���&f3 � $:������!�����������$�,?>i�m��!#9�*��Z���Z�0�9���&��A�C6
!Li����� K b ' �Z���������)���������� @ �A���;���������� ��_����� 5 b ' !#$�����>h����g�����7!#����<#��$K��$%��9����������
!#�V����"���8E�2����!#$?>�9+6������ LS!#��"�����>�!Ll�&�&?,�!#*�9�&�� != � �*����$� �������� (=3LOGF 	qd#� (=3LOGQ 	(3

��!#�j �!#"���&�������$�������>#��$ ����<�3�(=3 & H @ �a �!#"�������c��!#&��(d nh(lx)
�$�,W������$=d

mπ(lx)
,���$����A�C6
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ky
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βt = 50

���A�������U��$K�����
eg

� � 	R!#� K K e �S9 	R"�!=,���&�!#$;� Q × � F� �&�*��Z����� @ �A��� U/t = 8
>

JH = 1.5t
>
Ez = 0

>��$�,
x = 1/8

3ab`&1� 0/ �S<#���E6 	a&���$��  �!#����������!#$�,��O��!7�����k9�*�&�/ �S"���,=d
<+�� 	g9��$�,���>����������� ����AY#��&A6#> @ �������E��k������,��������,:&���$�����$�,��� E�2����� ������������"��M&���Y#��&f>��$�,
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$�������8E�2����!#$ |mπ(lx)|

�2� K�� �N�����<+���$:LS!#*�$�, @ �A������$-����� K K e e �"���&A��!#$��1�$ @ ���� 0�
LS!#&�&�! @ �aLS��!#"]&1���<#���5��$+������!#��9��A�0�&
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,�!#*�9�&��_!= � �*����$� �6 � cK� 3�����<�3$(=3 &�� 	`����!#"�!�Zd
��$�<�>l,�*��N��!KJ�$��A��� e *�$�, � �)�('V 0���$�<#�

JH = 0.15t
>l������!#$=dC���A���N����<#�=dC������$.�Z�0�2������3;\C$
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mπ(lx)
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�Z����*� ���*����N!L`����� e 5 b ' �Z�����������k��$%9�!���."�!=,���&���>h����! @ $:��$ ����<�3�(=3 &4& 3��������Z�k!LR�&�&f>
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�9�&A6#>V�����_&�! @ ���5"���,=dC<+����Z�0�2���_���5&�!= E�&���8���, ��*��Z�O�9�!�Y#� ������� e bB��$������ K K e "�!=,���&f>
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eg
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� � ��*�"�"N�����8��U!#*��a/��6p������*�&A���a��$p4��9�&�� (=3LO=> @ ������� @ �_ �!#"�������O�����gLS����� ��$�����<6
!Ll9�!���X�����_J�&�&���,K�$�,X���&AL1dqJ�&�&���,^b ' �Z���������_�����������>�LS!#*�$�,X���A�������O��$^�����

eg

!#� K K e
"�!=,���&f3�\C$.���������E�&����Z���� 

eg

"�!=,���&f>h!#$��N!#9������ZY#�����X<#��$������� �����$�,���$� �6%��!K����!#"�!����$�<
J�&�&���,m�Z����������� !�Y#���g���������&AL1dqJ�&�&���,K!#$���� � cK� 3_4��9�&�� (=3LO
	(3 PX!#�Z�_��"�!#��!#�Z�0�$+��&A6#>�LS!#�U�����
������"����������_����&���Y�$+�_LS!#�!�j� ) � > !#$���J�$�,��W�� ������&�! @ ����"�!#�Z�_����������('V��������"���$+�0�&�&A6
!#9������ZY#��, �����)*�$ ,��1�<#!#$��&+�Z������������3�\C$) �!#$+������Z�E>��Y#��$�����!#*�<#�k����� K K e "�!=,���& @ �A���k� @ !
��o�*��AY�&���$+�l!#��9��A�0�&��h �&��E���&A6 L �EY#!#���l,��1�<#!#$��& K�� ��>+�A���Z�0�9���&���8����h����� /0��� �5~ �����)*�$ ,��1�<#!#$��&
�Z������������3

\C$GL � ��E> !#*��X�Z6=�Z����"N�2���� I�Z��*�,������K!L)�Z���������I�����������> @ �A������$B�����%"�!=,���& @ �A��� eg!#��9��A�0�&���>=����������2����,^9+6�,��APQ������$+�5&1�2������ ��U����� ���$�<)Y��Z6=��$�<WLS��!#"
d = 3

��!
d = 11

>V���EY#�
����Y#�E�&���,k�����2�E>2��$ �����c,�!#����$�<R����<#��"�� @ ������� ε ' x

>�f3 �3A>
LS!#�
x ≤ 0.2

>
�����c!#�V����"N�&�Z���������
J�&�&���$�< ��$7�����R����*��O<#��!#*�$�,��Z�0�2���O���i��&���<#�+��&A6)&������ �

0.86 ≤ ν ≤ 0.89
��!#&�� � ) �f>#,�������$�,���$�<

!#$ �����; ��Z6=�Z�0�&gJ���&�,B����&��A������$�< 	������$ �����;�('V��������"���$+�0�&UY�&�*��m!LW!#$��;��!#&�� � ) �g��!#$?3
) ��Y#���Z������&�������> @ �����<#*��k�����2� !#$�&A6K�N���E�&����Z���� _"�!=,���&j��$� �&�*�,���$�<�� @ ! eg

!#��9��A�0�&�� @ �A���
,��APQ������$+�k��!#������$�<^��&���"���$+���_��$�,�*� ���$�<�J�$��A���7!#��9��A�0�&���!#&1�����8E�2����!#$K����!�Y=��,����W�p �!#������ ��
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eg

"�!=,���& K K e "�!=,���&
��������

F/t
��������

F/te K b ' & 3L(4O4(G: 5 b ' & 3 Q4�4:0(
e 5 b ' & 3L(4O4(GF e 5 b ' & 3 Q4�0(�;
5 b ' & 3L(GF & : K b ' & 3 Q � O &
K b ' & 3L(4(GH4Q e K b ' & 3 Q � �0(

4��9�&��B(=3LO � ' !#"����������!#$p!L������ LS�����k��$�����<6 F LS!#�a�����kb ' �Z���������_����������U��R!#9V�0���$���,
�2�a����"��������2��*����

βt = 100
���A�������a��$N�����

eg

!#� K K e "�!=,���&�!#$^�
64× 64

 �&�*��Z����� @ �A���

U = 8t
>
JH = 1.5t

>
Ez = 0

>��$�,
x = 1/8

3

,����� ������V����!#$^!L�,�!#����, ) � �
2

��&1�$����5��$^&1�E6#������,X$��� 0/��&1�2������3
����$��&�&A6#>l��$ ' ����V����� � @ �X���EY#�^������$ �����2�7��$-�����^����$�<#&��(dC9��$�, 7j��������&�� d e *�9�9����,

"�!=,���&f>#�Z����!#$�<W��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��a �!#*���&���$�< "���<#�+�M�����������O9��&1�$� ��R9���� @ ����$NY#���Z���� E�&��$�,
,��1�<#!#$��& K�� �U �&��E���&A6p�Z�0�9���&���8���$�<W�����_LS!#��"������ cK� 3�����<�3��V3 � ; 	(3`45�����R���U�7����Z���� �*�&1���&A6
��$+������<#*���$�<Wo�*����Z����!#$^��$N����� &���<#�+�a!L����<#*�"���$+���5��$�,��� E�2����$�<k�����2� �j� ) � ���a�Z����!#$�<#&A6N&�!2d
 E�&���8���,k������"N�����&A6g,�*��c��!g�O&1���<#�i��PQ�� ��l!L������`��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��M �!#*���&���$�<�� � �4Q  > @ �������E��
$���*V����!#$^�� E�2����������$�<7�('V��������"���$+���R��*�<#<#���Z�R�����2� K�� �O��*�$^,��1�<#!#$��&�&A6�� ���!#���5����� ) � �

2��&1�$���� � � ;�> � (�> & ; � & :  3 e ! @ ��Y#����>R�A������!#*�&�,D9��X��"����������8���,D�����2�������X���E�&����Z���� eg"�!=,���&����go�*��&��A�0�2���AY#��&A6^,��APQ������$+� LS��!#"n����� K K e "�!=,���&f>Q��$ @ ���� 0�?> 9+6I�$��&�!#<6 @ �A���
�����5������*�&A���lLS!#*�$�,7��$)�����5����$�<#&��(dC9��$�, 7j��������&�� d e *�9�9����,�"�!=,���&f>#!#$�� @ !#*�&�,7�&���! �('V���� ��
�Z�0�9���&���8E�2����!#$U!L=�����MY#���Z���� E�& K�� �j��$ �����i����������$� ��c!LV�����W7j��������&��  �!#*���&���$�<�3 e ��$� ��>#�aJVd
$��A���R��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��a �!#*���&���$�<_��$������

eg

"�!=,���&�,�!=���c$�!�c$��� ������������&A67���EY#�R��!k�Z�0�9���&���8��
Y#���Z���� E�& K�� ��>a�('V��&1���$���$�<m�����X,����� ��������$� �6F9���� @ ����$D�����p������!#�Z6 �$�, �('V��������"���$+�0�&
J�$�,���$�<#��3-45���������A��*��2����!#$:��*�<#<#���Z���7�����2��LS*��Z���������Z��*�,�����������^$�����,���,F��!I���Z�0�9�&������ �
,���J�$��A���k�$�� @ ���R��!��������5o�*����Z����!#$?3



� ���q� 
��	� �

� � � � �q� � ����' � ��� � " ����������

45���a���" !LV�������j45��������� @ ��jJ����Z�l�$�,kLS!#����"�!#�Z�h��!U*�$�,������Z�0�$�,W�����`����!#�����Z�������h!L��Z���������
����������X�$�, ��!-,���������"���$��K�����I���E���!#$��p!Lk,��APQ������$� ����^9���� @ ����$G�����;,�!#����,B&1�E6#������,
 �*������2�����_�$�,m�����)$��� 0/��&1�2������3k\C$;!#��,����U��!p<#���_�$m��$�����<#�+�g��$+��!��������9�!�Y#����"���!#�Z�0�$+�
o�*����Z����!#$���> @ �R���EY#�O*�����,7� @ ! �*����'�)���Y�^c "�!=,���&�� � � � 	l�$7�('=����$�,���,N��!#������$�<_����$�<#&��(dC9��$�,
e *�9�9����,%"�!=,���& �

t
d
t′
d
U
	OLS!#� �����7 �*������2�����W�$�, � ��� 	g��� @ !2dC9��$�,."�!=,���& @ �A���;����� eg!#��9��A�0�&��5��R�������!#�����1�2���gLS!#�a�����_$��� 0/��&1�2������3

�������Z�E>���$ ' ����V����� �V>�"�!���AY�2����,K9+6^�����)����!#$���������$�< @ !#��/�� � ( �N:  @ �)��$+Y#���Z����<+�2����,?>
*�����$�<p����� e � >Q�����7����&1�2���AY#�)�Z�0�9���&��A�C6K!Li������J�&�&���,mY#���Z���� E�& �2��!#����8�!#$+�0�&l�$�,I,��1�<#!#$��&
�Z���������I����������m�$�,G,����� �*�������, �����%��!#&��I!LWJ�$��A���I&1�2������ ��I�$�����!����!#�+6#>g$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�
��!#������$�<

t′
>h$��E������Z�ZdC$�����<#��9�!#� ' !#*�&�!#")9;��$+������� �����!#$

V
>j�$�,;J�$��&�&A6X�����7��$NM�*���$� ��7!L

�Z�0�2���� 7j��������&��c��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��a �!#*���&���$�<�3�\C$N����Z���� �*�&1���>#�A�c����c9�����$�LS!#*�$�,������2�c�Z���������
!#��,����i�& @ �E6=�M����&��� ����M�����R,������� �����!#$)!L K�� � �c�&�!#$�<_�g��"N�&�&�������!#������$�< ,������� �����!#$���$)�����
�$�����!����!#���� _"�!=,���&f>��$�,X�����2�g9�!���K������*�&����AY#�

V
�
V > 0

	R�$�,m$���<+�2���AY#�
t′ (t′/t < 0)

>
@ ���� 0�G �!#����������!#$�,G��!-�����I���E�&����Z���� m������"����������^!Lk�����I��*������� �!#$�,�*� �����$�<  �*������2������>
��$����$� ��R�����R����&1�2���AY#�a�Z�0�9���&��A�C6W!L������R,��1�<#!#$��&V�Z������������3���*��Z��������"�!#���> @ �R���EY#�O����! @ $
�����2�l��Y#��$���*� 0���U����"���&��i"�������!=,)�������� e � ������* �� �����$+�l��!U,���"�!#$��Z�����2���c�����a��!#&��A��!#$��� 
"��� 0���$�����" @ ���� 0�^������"N�����&A6��Z�0�9���&���8����a�Z�����������5! @ ��$�<���!������_��!#������$�<�����������$�,��� �*�&1��
��!%�����X,������� �����!#$F!L K�� � ���$�, �&�&�! @ ����!%,���� @ o�*��&��A�0�2���AY#�p �!#$� �&�*�����!#$��N�9�!#*V�7�����
��!#������9�&��c�����������3l\C$+���������Z����$�<#&A6#> @ �`���EY#�`LS!#*�$�,W�����2�j�����`�Z�0�2���� W7j��������&�����&��� �����!#$=dC&1�2������ ��
 �!#*���&���$�<k�Z�0�9���&���8����iY#���Z���� E�& K�� � �a9+6������U9�!#$�,� �!#$+����� �����!#$���>=�������� ��1�&�&A67����!#$�!#*�$� ���,
!#$ �����X9�!#$�,�� @ ���� 0�D �!#$�$��� �� K�� �2��!#"�� @ �A���F����������$�����<#��9�!#������$F�����X�����$��ZY#�������
,������� �����!#$?3 45����6B&��E�, ��! �-�Z����!#$�<#���^����&1�2���AY#�;��$����$� ���"���$+�X!Lk�����I&�!= E�&U��!#������$�<
��&���"���$+���`�$�,N �!#$�����o�*���$+��&A6���!)�_&1���<#���i/���$������� R��$�����<6�<+���$N��c �!#"��������,���!_�����U E����
!L�,��1�<#!#$��& K�� � ��3 ) �('=�E>�<#*���,���,^9+6������_!#9������ZY�2����!#$������2�5�����_$���<+�2���AY#�

t′
�
t′/t < 0

	
6=����&�,��5�)��!#���A���AY#�g/���$������� g��$�����<6^�$�,p����$� ��_�A���a �!#$+������9�*V����!#$p���a����,�*� ���,X9+6��('V����&�&���$�<
��!#&����kLS��!#" ����� � � ,�!#"N���$��W�$�,:������$VLS!#�� ���$�<X�������Z���������N!#��,�����> @ �p���EY#���Z�0�9���&���8���,
�;���&AL1dqJ�&�&���,:�Z���������^��������^��$+Y#!#&AY=��$�<%�$F!#$=d @ �&�&R� K�� 3 � �X���<#*��p�����2����*� 0�D��������
$�!�N!#$�&A6F�E�����&A6 � � �!#"�"�!=,��2��������!#&�����>a9�*V�p�&���!.����,����Z������9�*V�����7������" ���!#*�$�, K�� � �
��$D��*� 0� "N�$�$����������2�������K/���$������� ^��$�����<6 �����!= ��1�2����, @ �A���D$��('=�ZdC$�����<#��9�!#����!#������$�<
9��� �!#"����a$���<+�2���AY#�g,��������A���U$���<+�2���AY#�

t′
�$�,p �!#$�����o�*���$+��&A6#>��A�c�0�/���5!�Y#���a��$N�����g����<#��"��

� �0(
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!L
t′/t ' −0.3

3
\C$ ' ����V�����3; @ �a����Y=��� @ ��,)�����5�NIR\j�Vb.��������������$+�0�2����!#$)!L������ e *�9�9����,)"�!=,���&V�$�,

���EY#����$+����!=,�*� ���,I�����7���� �������!= E�&l����� �����������������$+�0�2����!#$?>j*�����,.��$;�����7��$+Y#���Z����<+�2����!#$;!L
�Z��������� �������� �Z�0�9���&��A�C6N��$��������545����������3 e �EY=��$�<�����������$+����,K�����g������!#�������� E�&QLS���"�� @ !#��/ >
@ �N������$:����!= �����,���, @ �A���:�$:�$��&A6=�����k!L5�Z�0�9���&��A�C6;!La�����N��,��E�&���8���,IJ�&�&���,:�� @ ��&�&c��
���������&AL1dqJ�&�&���,X�Z�����������g��$m�����

t
d
t′
d
U
"�!=,���&��2�g������,�!#����$�<

x = 1/8
�$�,;���EY#������! @ $

�����2�7�����^$���<+�2���AY#�^$��('=�ZdC$�����<#��9�!#����!#������$�< �
t′/t < 0

	kL �EY#!#���7�����^&1�2��������3 � �^���EY#�
�&���!.��"����������8���,D�����K��!#&��K�%����!#�����������E�2��"���$+��!L �Z����!#$�<:��&��� �����!#$D �!#������&1�2����!#$���9+6
 �!#"��������$�<-�����:�Vb  0�����<#�:�$�, ������$G,���$����A�C6G����!J�&���� @ �A���B�����.!#$����X!#9V�0���$���,G��$
����� e � 3 � �A���-��������/�$�! @ &���,�<#�X!LU<#��$������&aLS�E�2��*������7!LU�����^�Z���������p�����������> @ �^���EY#�
�����ZLS!#��"���,7� �Z6=�Z����"N�2���� 5�Z��*�,������M!L?�$7������E6)!LQ�Z���������a����������i9+6� �!#$�����,�������$�<gY����1�9�&��
&���$�<���)!L������a*�$��A�l ���&�&f3 � *���J�$�,���$�<#��!#9V�0���$���,)��$

t
d
t′
d
U
"�!=,���& @ �A������$W�����R�Vb � �<#�����

o�*��&��A�0�2���AY#��&A6 @ �A��� �����m�('V��������"���$+�0�&U,��2�0�: �!#$� �����$���$�<:�����; �*������2�����^�$�,B����Y#�E�& �
�Z����!#$�<W��$NM�*���$� ��O!LQ�����O$��('=�ZdC$�����<#��9�!#�i��!#������$�<

t′
!#$������O!#�V����"N�&VJ�&�&���$�< !L K�� � ��3M\C$

����Z���� �*�&1���> @ �_���EY#� LS!#*�$�,������2�5����� �Z�0�9���&��A�C67!Lj����� ���&AL1dqJ�&�&���, K�� � ��>���5���Z�0�9�&���������,
��$ �j� '2� �$�, ) ,=d��j� '2� >�����o�*��������O�0�/���$�<

t′/t < −0.15
3�����$��&�&A6#> @ �)���EY#�)�$��&A6=8���,

�����g"���&A����$�<k!L �Z�����������a��$������g!�Y#����,�!#����,p����<#��"��
x ≥ 0.3

3l45���g$�*�"������� E�&�������*�&A�`�����2�
������$K�$�,K 0�����<#�k!#��,����O,�����������E��R����")*�&A�0�$���!#*���&A6�&���,X*��R��!7�����k �!#$� �&�*�����!#$^�����2�R�����
�Z��������� !#��,����R���R�� �!#"�"�!#$p 0�����<#�(d �$�,=dC������$^��$��Z�0�9���&��A�C6#3

� $� �� @ �g*�$�,������Z��!=!=,N�����U �!#"��������A����!#$79���� @ ����$pY�����!#*��c�Z���������O����������5��$������ t d t′ d
U
"�!=,���&f> @ �  �!#$�����,�������,?>V��$ ' ����V����� (=>��W,���<#��$������2����,^"�!=,���& @ �A���N� @ ! eg

��&��� �����!#$��
��$-!#��,�������!I���Z�0�9�&������:�����^��!#&���!LO�����^���� �!#$�, !#��9��A�0�&`��$-�Z�0�9���&���8���$�<KJ�&�&���, K�� � �7��$
������$��� 0/��&1�2������3 �������Z�E>h��$%!#��,���� ��!X*�$�,������Z�0�$�,:9����������_��������&��� �����!#$��� 7�Z����*� ���*������$�,
��$+���������A���� �!#������&1�2����!#$���> @ ����!#&AY#��,.�('�� ���&A6I�p� @ !2dC���A���7"�!#&��� �*�&�� @ �A���%���A������� eg

!#�
t2g!#��9��A�0�&����2�No�*���Z����� dqJ�&�&���$�<%�$�, LS!#*�$�,D�����2�������K������$�!#"���$�!#$ !L_�% �!#"���&���"���$+�0��Z6

9������EY=��!#�p!Lk�����I������$ �$�,G!#��9��A�0�& M �EY#!#���X���^�&���!F�F 0������ ����������Z���� mLS�E�2��*����I!Lk�������
"�!=,���&f3 ) �('=�E> @ �_�,�,�����������,^����� != � �*�������$� �� !Lj!#��9��A�0�&�&A67��!#&1�����8���,N�Z�0�2�����5,�*��g��!)�����
��$���o�*��AY�&���$+�O!#��9��A�0�&���> �$�,X���������O��$+��������&1�E6 @ �A��� ��P �$�, � � ������$K!#��,����O��$X����� e � >
�$�,�,���"�!#$��Z�����2����,N�����2�cJ�$��A��� e *�$�, � �a�('V 0���$�<#�g �!#*���&���$�<

JH

����<#$��AJ� E�$+��&A67�Z�0�9���&���8����
�����gLS!#��"����a!#��,�����3 e �EY=��$�<7,����� �*�������,^�����_����!#�����Z�������5!Lj���������� @ �A���p��"N�&�&Q*�$��A�5 ���&�&���>
@ �N���EY#������!= �����,���, @ �A���:�����&A6=��$�<^���������� �������!= E�&i����� ��N��������������$+�0�2����!#$.��!X������b '
�Z���������U�������� @ ���� 0�p���a�W<#!=!=,N E�$�,���,��2���OLS!#�a�W<#��!#*�$�,��Z�0�2���g!L �����U"�!=,���& @ �A���NJ�$��A���

JH

,�*�����! ��P !#��,���� !#$;�����7��*�$�<#��3 � ����$�<p����� e � @ �����EY#�7����! @ $%�����2� ������J�&�&���,
,��1�<#!#$��&+b ' �Z�����������j!#9������ZY#��,���$_�����c$��� 0/��&1�2������������E��j$��2��*����&�&A6 @ �A������$ �����`��PQ�� ����AY#�
"�!=,���&QLS!#�

eg

��&��� �����!#$���> @ �������E��U������"���&��AJ���, K K e "�!=,���&f>=6=����&�,��5��$��Z���E�,^���&AL1dqJ�&�&���,
K�� � �O��$p�����_<#��!#*�$�,^�Z�0�2���k�$�,X����$� ��k E�$�$�!�R��������!=,�*� ��_�����_�('V��������"���$+�0�&?,��2�0�V3

�=*�"�"N�����8���$�<�> @ �O���EY#�U,���Y#��&�!#����,��_����"���&��59�*V�`��! @ ���ZLS*�&��������!+� 0� @ ���� 0���&�&�! @ �
!#$��a��!_��$+Y#���Z����<+�2���a�����5Y�����!#*��l�Z���������5���������� @ �A����� &1���<#�a*�$��A�M ���&�&��$�,� E����Z6)!#*V�M�����
 E�&� �*�&1�2����!#$�!#$�&1���<#���S*��7��! � ;4; × � ;4; 	� �&�*��Z��������3 ' !#$�����o�*���$+��&A6#>�!#*��M"�������!=,�����!�Y=��,����
�W*�$���o�*��U!#����!#�Z��*�$��A�C67��!W�Z��*�,V6��Z����!#$�<) 0���$�<#���a��$�,�*� ���,�9+6N,�!#����$�<)��$������U��&��� �����!#$��� 
�Z����*� ���*����R!L��g�Z6=�Z����" @ �A��� K�� � ��3WPX!#����!�Y#����>��A�M�&�&�! @ ��*��l��! !#9V�0���$)*�$�9��1�����,7������*�&A���
�2�h�����c&�! @ ����"��������2��*���� βt = 100

�� @ ��&�&=�� ��!O��&���"���$��2���������c��!#&��M!LVJ�$��A���c����8��i��PQ�� �����3
45��������LS!#���>2�����c�Z���������c����������hLS!#*�$�,W��$_�����c����������$+�M�������!+� 0�)����i�Z�0�9���&���8���,_$�!��,�*��i��!
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����Z���� �*�&1��c9�!#*�$�,���Z6� �!#$�,��A����!#$���>=9�*V�a������6���������������$+�U�)<#��$������� ULS�E�2��*����g!Lh�����g,�!#����,
�Z����!#$�<#&A6� �!#������&1�2����,^��&��� �����!#$X�Z6=�Z����"���3
� �`�����U��$�,?>V&����`*��5�,�,��������a9������ M�6��kLS� @ ����!#9�&���"�� @ ���� 0������"N���$���$+���������Z����$�<��$�,

����"���&A6;��!#���� ��W��$%�������kJ���&�,?3 � $���!L5������" ���k��!m���Z�0�9�&������.��������$NM�*���$� ���!LR 0�����<#��,
��"���*����A�������7!#$ �Z���������K�����������3 \q�p�����9�����$ LS!#*�$�, �����2�������m�Z6=�Z����" @ �A��� K�� � �p���
�('=������"���&A6m����$����A���AY#����!p�����7����������$� ��N!L` 0�����<#��,%��"���*����A�������U�$�,I�����7�Z����������!#��,���� ���
��*���������������, �2�p��* �� �����$+��&A6D&1���<#�K��"���*����A�C6  �!#$� ���$+�����2����!#$?>O�&A����!#*�<#� �A�� E�$B�����������Z�
��$F��!#"��^����Z�7!LU�����^ �&�*��Z����� � & H4F  3F\C$ L � ��E>`�;��!#������9�&��^"��� 0���$�����" !LU,����Z����*� ����AY#�
��$NM�*���$� ���!Li������,�����!#��,���� !#$m�������Z�0�9���&��A�C6X!L K�� � �_ �!#*�&�,;9+6m�E�����&A6K��$+Y#���Z����<+�2����,;��$
�����p����������$+�N�������!+� 0�-9+6-�,�,���$�<I�m���$�,�!#" ��!����$+���1�&f3���*��Z��������"�!#���>M�A� @ !#*�&�,-9��
��$+���������Z����$�<^��!X�('��"���$�� @ �����������W�pJ�$��A���7�Z�0�2���� 7j��������&��_��&��� �����!#$=dC&1�2������ ��) �!#*���&���$�<^��$
�����a"�!=,���& @ �A���W� @ ! eg

!#��9��A�0�&��h�Z�0�9���&���8����jY#���Z���� E�& K�� � ��>=��j�����a��PQ�� ����AY#�5����$�<#&��(dC9��$�,
"�!=,���&M,�!=����>l!#�k�ALa�A�k����!#"�!�����k,��1�<#!#$��& K�� � �)!#9������ZY#��,-��$%������&1�E6#������,:$��� 0/��&1�2������3
����$��&�&A6#>ELS*��Z���������Z��*�,������l����c$�����,���,)��!U���Z�0�9�&������k��! @ ���2���('=����$+�E>+������*�&A���hLS!#*�$�, @ �A������$
����� ��PQ�� ����AY#�

eg
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"�!=,���&?����"N���$p��$^o�*��&��A�0�2���AY#� �<#������"���$+�E3
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∑

σσ′σ1

τ σσ′p†σσ1
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(
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+ ¯
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� † × ¯
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(

p†0τ0,σσ1
+
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∑
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� · � + i

( � × �
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∑
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) �
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z = (e†p+ p̃†d)
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∑

µ p
†
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√
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√
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√
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e(p0 − p) + d(p0 + p)
√

1 − d2 − 1
2
(p0 − p)2

√
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(
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