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Abstraet: A forgotten theoretical papers of W\305\202adys\305\202awNatanson from 1911 of the energy distribution of

photons enclosed in a cavity in the state of thermodynamic equilibrium is recalled and critically assessed.

In his papers the fundamental role of the indistinguishability principle of photons had been formulated
for the first time twelve years before the famous articlesof Bose and Einstein were published.)

1. Wst\304\231p
-

wspo\305\202czesny pogl\304\205d na rozk\305\202ad

statystyczny cz\304\205stek)

Pod poj\304\231ciem statystyki cz\304\205stek, zw\305\202aszcza kwan-

towych, rozumiemy zwykle ich rozk\305\202ad w funkcji ich

energii. Statystyka dotyczy zwykle uk\305\202adu bardzo

wielu cz\304\205stek, a punktem wyj\305\233cia jest koncepcja ideal-

nego gazu kwantowego,czyli uk\305\202adu z\305\202o\305\274onegoz nie-

oddzia\305\202uj\304\205cych i n i er oz r\303\263\305\274r:t i al ny c h cz\304\205stek (ta

ostatnia cecha stanowi wa\305\274ny punkt niniejszego arty-

ku\305\202u). Przy takim punkcie wyj\305\233cia mog\304\205 si\304\231natych-

miast pojawi\304\207 w\304\205tpliwo\305\233cico do stosowalno\305\233ci takiego

podej\305\233cia tak\305\274e do oddzia\305\202uj\304\205cych cz\304\205stek, lecz oka-

zuje si\304\231,\305\274ewyniki otrzymane w tak wyidealizowanej
sytuacji stosuj\304\205 si\304\231tak\305\274edo wielu bardziej realistycz-
nych sytuacji. Co wi\304\231cej, w przypadku statystycznego

podej\305\233cia do kwantowej natury \305\233wiat\305\202atakim reali-

stycznym gazem jest idealny gaz foton\303\263w op\037suj\304\205cy

g\304\231sto\305\233\304\207energii promieniowania elektromagnetycznego,

b\304\231d\304\205cegow r\303\263wnowadze termodynamicznej z materi\304\205

zbiornika, kt\303\263ry go ogranicza. A to, \305\274etaki problem

jest fundamentalny, wykaza\305\202 ju\305\274Max Planck w roku

1900, a nast\304\231pnie W\305\202adys\305\202awNatanson w 1911 r. [1]
i niezale\305\274nie Satyendra Nath Bose w roku 1923 [2].
Zanim jednak zajmiemy si\304\231bezposrednio fundamen-

talnym wk\305\202adem Natansona, musimy nieco dok\305\202adniej

powiedzie\304\207, dlaczego poj\304\231cie rozk\305\202adu statystycznego

jest tak wa\305\274ne przy opisie uk\305\202ad\303\263wwielocz\304\205stkowych.

Wsp\303\263\305\202cze\305\233niepoj\304\231cie statystyki jest wi\304\205zane z sy-

metri\304\205 funkcji falowej uk\305\202adu wielu cz\304\205stek w s p\303\263j':'

n y m stanie kwantowym, nawet gdy te cz\304\205stki nie

oddzia\305\202uj\304\205mi\304\231dzy sob\304\205. A mianowicie, taka funkcja
falowa ma by\304\207niezmiennicza wzgl\304\231dem przestawie\305\204

dowolnej pary wsp\303\263\305\202rz\304\231dnychcz\304\205stek (symetryczna

wzgl\304\231dem transpozycji dla przypadku foton\303\263w). Jed-)

nak\305\274e, gwoli zachowania wierno\305\233ci historycznej, taka

koncepcja statystyki, a tak\305\274ezwi\304\205zek statystyki ze spi-
nem cz\304\205stek (Pauli 1940), b\304\231d\304\205tu - przynajmniej na
razie - konsekwentnie ignorowane.

1,1, Poj\304\231cie rozk\305\202adu statystycznego (Boltzmann)

Fizyka statystyczna, zajmuj\304\205ca si\304\231uk\305\202adem wielu

cz\304\205stek w r\303\263wnowadze z otoczeniem (ale tak\305\274eprzep\305\202y-

wami hydrodynamicznymi w uk\305\202adach nier\303\263wnowago-

wych oraz przemianami fazowymi i zjawiskami kry-
tycznymi w ich pobli\305\274u), na swym podstawowym po-
ziomie odchodzi od opisu czysto mechanicznego, gdy\305\274

okre\305\233la rozk\305\202ad cz\304\205stek w funkcji energii przy zadanej
temperaturze T i ich koncentracji (\"g\304\231sto\305\233ci\")N IV

(\305\233redniej liczbie cz\304\205stek N przypadaj\304\205cej na jednostk\304\231

obj\304\231to\305\233ciV). Od temperatury zale\305\274y \305\233redni przekaz

energii z chaotycznego (na og\303\263\305\202)otoczenia. Aspekt me-

chaniczny pojawia si\304\231jedynie pod postaci\304\205 liczby do-

st\304\231pnych stanow g( e) dla danej energii \342\202\254cz\304\205stki, rozu-

mianej te\305\274jako g\304\231sto\305\233cstan\303\263w, je\305\233lienergia dost\304\231pna

dla cz\304\205stki pobudzonej szumem termicznym jest do-
wolna.

W og\303\263lnym przypadku liczb\304\231cz\304\205stek dn(e) w ma-

\305\202ymprzedziale energii [e, e + de] mo\305\274na zapisa\304\207 jako)

dn(e) = j(e)g(e)de,) (1))

gdziej(e) jestg\304\231sto\305\233ci\304\205prawdopodobie\305\204stwa obsadze-

nia dowolnego stanu o energii e, natomiast g(e)de jest

liczb\304\205stan\303\263w dost\304\231pnych dla cz\304\205stki w tym przedziale.
W takim przypadku ca\305\202kowita liczba cz\304\205stek N dana

jest przez)

N =
1

00

j{E:)g{E:)d\302\243,

a ca\305\202kowita energia zgromadzona w uk\305\202adzie)

(2))

*Rozszerzona wersja referatu wyg\305\202oszonego 18 czerwca 2004 r na specjalnej sesji rocznicowej Polskiej Akademii

Umiej\304\231tno\305\233ciw Krakowie.)
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E =
1

00

J(c)g(c)cdc.) (3))

Ca\305\202kowanie we wzorach (2) i (3) przebiega po pe\305\202nym

zakresie energii dost\304\231pnych dla pojedynczej swobodnej

cz\304\205stki. Wzory (1-3) stanowi\304\205 podstaw\304\231 makroskopo-

wego opisu uk\305\202adu wielu cz\304\205stek, przy czym o ile c jest
energi\304\205 mechaniczn\304\205 cz\304\205stki, o tyle E jest energi\304\205 ter-

modynamiczn\304\205 (wewn\304\231trzn\304\205) uk\305\202adu w stanie stacjo-

narnym, b\304\231d\304\205cegow kontakcie termicznym z otocze-
niem. Znalezienie funkcji j (c) oraz g(c) stanowi zatem

rozwi\304\205zanie termodynamicznego opisu gazu nieoddzia-

\305\202uj\304\205cychcz\304\205stek, np. w gazie.

1.2. G\304\231sto\305\233\304\207stan\303\263w dla foton\303\263w

Za\305\202\303\263\305\274myza Natansonem, \305\274epotrafimy obliczy\304\207

funkcj\304\231 g(c) okre\305\233laj\304\205c\304\205liczb\304\231stan\303\263w kwantowych do-

st\304\231pnych dla foton\303\263w w zbiorniku (wn\304\231ce) o obj\304\231to-

\305\233ciV. Poniewa\305\274 wielko\305\233\304\207t\304\231wyznaczy\305\202 ju\305\274Planck, po-

s\305\202u\305\274ymysi\304\231tutaj jego wynikiem. G\304\231sto\305\233\304\207stan\303\263w dla

foton\303\263w dana jest wzorem)

V
g(w) =

21fC3
w2.) (4))

gdzie w jest cz\304\231sto\305\233ci\304\205promieniowania, a c -
pr\304\231dko-

,
\305\233ci\304\205\305\233wiat\305\202aw pr\303\263\305\274ni.Poniewa\305\274 mamy ju\305\274wzory (3)
oraz (4), pozostaje nam jedynie wyznaczy\304\207 funk-

cj\304\231j(c), kt\303\263r\304\205si\304\231jeszcze zajmiemy. Najpierw podamy
jednak kilka uwag historycznych na temat tej funkcji

rozk\305\202adu. Zauwa\305\274my tylko jeszcze, ,i\305\274wz\303\263r(4) nie za-

wiera sta\305\202ej Plancka, co wynika z liniowego zwi\304\205zku

dyspersyjnego w = ck, gdzie k = 21r/ A jest wektorem
falowym promieniowania o cz\304\231sto\305\233ciw i d\305\202ugo\305\233cifali A.

1.3. Uwaga o rozk\305\202adzie statystycznym:

od Boltzmanna do Plancka

Koncepcja rozk\305\202adu statystycznego energii cz\304\205-

stek zosta\305\202a wprowadzona przez Boltzmanna, kt\303\263ryza-

uwa\305\274y\305\202,\305\274ew uk\305\202adach z\305\202o\305\274onychz bardzo wielu ato-
m\303\263w(wtedy jeszcze obiekt\303\263w hipotetycznych!) nale\305\274y

znale\305\272\304\207optymalny rozk\305\202ad cz\304\205stek, gdy\305\274poj\304\231cie r\303\263w-

nowagi mechanicznej nie jest tutaj zasadnicze, a na-

wet w\305\202a\305\233ciwew sytuacji, gdy mamy w uk\305\202adzie szum

termiczny. N a podstawie rozwa\305\274a\305\204kombinatorycznych

(do kt\303\263rych niebawem przejdziemy) otrzyma\305\202 wynik)

J(c) = Aexp
(- \037T )')

(5))

Sta\305\202\304\205A wyznacza si\304\231z warunku)

1

00
J(c)dc =

1,) (6))

co prowadzi do wniosku, \305\274eA = (kBT)-l, gdzie kB
jest sta\305\202\304\205Boltzmanna. Wstawienie wzoru (5) do wy-
ra\305\274enia (3) nie prowadzi do poprawnych wynik\303\263w, na-

wet gdy wykorzystamy wz\303\263rPlancka c = liw, gdzie)
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Ti = h/21r, a h jest sta\305\202\304\205Plancka. Nale\305\274a\305\202ozatem, we-

d\305\202ugPlancka [3], zmieni\304\207 wyra\305\274enie (5) i za\305\202o\305\274y\304\207,\305\274e

promieniowanie o danej cz\304\231sto\305\233cimo\305\274eby\304\207emitowane
'

tylko porcjami o energii Cn = n1iw, gdzie n = O,1,2, . , .
i korzystaj\304\205c z rozk\305\202adu Boltzmanna znale\305\272\304\207\305\233redni\304\205

energi\304\231 foton\303\263w przypadaj\304\205c\304\205 na jeden stan o cz\304\231sto-
, .
SCl w:)

00

( )

nTiw Tiw

E(W) = nTiwexp -- = .

\037
kBT exp(nw/\037T) -1

(7)
Zauwa\305\274my w tym miejscu, \305\274e-

jak si\304\231wydaje
- postulat kwantowy Plancka co do energii jest tu-
taj pomieszany z klasycznym rozk\305\202adem Boltzmanna.

Einstein zinterpretowa\305\202 stany o energii nTiw jako stany
z n fotonami w zbiorniku, przy czym fotony o ener-

gii Tiw s\304\205korpuskularnymi odpowiednikami fal o tej
samej cz\304\231sto\305\233ci.St\304\205d stan o energii Cn = nTiw to

po prostu stan z n fotonami w uk\305\202adzie. Jednak\305\274e

wz\303\263rna E(W) by\305\202dalej niezadowalaj\304\205cy w\305\202a\305\233niez tego

wzgl\304\231du, \305\274eu\305\274ywamy z jednej strony rozk\305\202adu Boltz-

manna (cz\304\205stki klasyczne), a z drugiej strony wysoce
hipotetycznychobiekt\303\263w dyskretnych (\"kwantowych\

o energii Tiw. Nale\305\274a\305\202osi\304\231tutaj popisa\304\207 inwencj\304\205 w zna-

lezieniu jednolitej, sp\303\263jnej zasady, kt\303\263ra doprowadzi-

\305\202abydo wzoru na E(w). Tak\304\205zasad\304\231 znalaz\305\202 W\305\202ady-

s\305\202awNatanson [1], i to na 12 lat przed prac\304\205 Bosego

z 1923 r.)

2. Kanoniczna wersja rozk\305\202adu statystycznego

dla foton\303\263w: metoda kombinatoryczna

Einsteina

Odwr\303\263cimy tutaj kolejno\305\233\304\207historyczn\304\205 odkry\304\207

i zreferujemy najpierw bardziej wsp\303\263\305\202czesneuj\304\231ciewy-

prowadzenia funkcji rozk\305\202adu. Dzi\304\231ki temu docenimy

nietrywialno\305\233\304\207 podej\305\233cia Natansona do tego_problemu.
Rozk\305\202ad statystyczny dla foton\303\263w w postaci, w ja-

kiej go si\304\231obecnie podaje w podr\304\231cznikach [4], wy-

prowadza si\304\231w nast\304\231puj\304\205cyspos\303\263b. Niech liczba foto-

n\303\263wo danym dyskretnym poziomie energetycznym Ci

(liczba obsadze\305\204) wynosi ni, przy czym O \037 ni < 00.

Je\305\233lidla foton\303\263w dost\304\231pnych jest gi = g(ci) stan\303\263w

o energii Ci, to ze wzgl\304\231du na to, \305\274ena ka\305\274dym pozio-

mie mo\305\274eby\304\207dowolna liczba cz\304\205stek, problem spro-

wadza si\304\231do znalezienia liczby sposob\303\263w postawienia

gi
- 1 przegr\303\263d dla ni cz\304\205stek (rys. 1), W\305\202a\305\233nieto

wymieszanie gi stan\303\263w (przegr\303\263d) z ni obsadzeniami

wprowadza w spos\303\263b jawny zasad\304\231 nierozr\303\263\305\274nialno-

\305\233cicz\304\205stek i odzwierciedla fizyczn\304\205 sytuacj\304\231, gdy nie

wiemy, kt\303\263ra cz\304\205stka jest w kt\303\263rym ze stan\303\263w o tej

samej warto\305\233ci energii. Liczba fizycznie nier\303\263wnowa\305\274-

nych mikrokonfiguracji w takim uk\305\202adzie jest wtedy

inna ni\305\274dla cz\304\205stek klasycznych i dana wzorem

Wi = (gi + ni - 1)!
(gi

-
1)!ni!

.) (8))

Liczb\304\231 wszystkich konfiguracji uk\305\202adu nieoddzia\305\202uj\304\205-

cych cz\304\205stek wyznaczamy wtedy oczywi\305\233cie ze wzoru)
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w =
IIW i ,) (9))

i)

gdzie iloczyn obejmuje wszystkie mo\305\274liwe stany jedno-

cz\304\205stkowe o r\303\263\305\274nychdozwolonych warto\305\233ciach energii.

Sens wzoru (8) staje si\304\231ja\305\233niejszy, gdy spojrzymy na

rys. 1.)

- -I- - -1-1\"'1- - -
l 2 3 9i -1)

Rys. 1. Rozk\305\202ad cz\304\205stek po 9i stanach (kom\303\263rkach) o tej

samej energii ci. Poszczeg\303\263lne stany s\304\205przedstawione

jako oddzielone przegrodami dla cz\304\205stek Okoliczno\305\233\304\207,

\305\274emo\305\274emy te przegrody wstawi\304\207 w dowolne miejsca,
rozdzielaj\304\205c ni cz\304\205stek, jest wyrazem nierozr\303\263\305\274nialno\305\233ci

cz\304\205stek wynikaj\304\205cej z ich natury kwantowej.)

Poszczeg\303\263lne stany o tej samej warto\305\233ci energii

s\304\205wi\304\231cjakby oddzielonymi przegrodami \"kom\303\263rkami\"

dla cz\304\205stek. Za Boltzmannem uznajemy, \305\274estan r\303\263w-

nowagi termodynamicznej to stan o maksymalnej licz-
bie konfiguracji W max (czyli stan najbardziej praw-
dopodobny)przy zadanej energii ca\305\202kowitej E. Ze

wzgl\304\231du na to, \305\274ewygodniej jest optymalizowa\304\207 wiel-

ko\305\233\304\207addytywn\304\205 (kt\303\263ra okaza\305\202a si\304\231entropi\304\205 uk\305\202adu),

funkcjona\305\202, kt\303\263ry maksymalizujemy przy zadanym E
ma posta\304\207)

F{ni}
= kB In W + ao

(\037\342\202\254ini

- E

)
, (10))

gdzie ao oznacza mno\305\274nik Lagrange'a. Sta\305\202\304\205pro-

porcjonalno\305\233ci przy In W nazwa\305\202 Planck sta\305\202\304\205Boltz-

manna; jej warto\305\233\304\207wynosi ok. 1,38 .10- 23J/K. Nato-
miast zak\305\202adaj\304\205c,\305\274ezar\303\263wno gi jak i ni s\304\205du\305\274ymi

liczbami (gi, ni \302\2731) mo\305\274emy przyj\304\205\304\207,\305\274e{ni} jest

argumentem ci\304\205g\305\202ymfunkcji F i warunek konieczny
na maksimum F {ni} zapisa\304\207 w postaci r\303\263\305\274niczkowej

8F/8ni
= o. Prowadzi to (przy za\305\202o\305\274eniuprzybli\305\274enia

Stirlinga dla silni: In x! \037 x(lnx -1\302\273) do wyra\305\274enia na

warto\305\233\304\207najbardziej prawdopodobn\304\205 ni w postaci)

- gini=
exp(-aoci)- 1.) (11))

Por\303\263wnuj\304\205cto wyra\305\274enie z odpowiednikiem klasycz-

nym (wz\303\263r Boltzmanna) dla wysokoenergetycznych
stan\303\263w (ci ---? (0), otrzymamy, \305\274e)

- gi
ni = .

exp(ci/kBT) - 1)
(12))

Je\305\233liwe\305\272miemy pod uwag\304\231, \305\274erozk\305\202ad energii jest ci\304\205-

g\305\202y,tj. Ci ---? C = liw, gi ---? g(w) oraz ni ---?n(w) =

f(w)g(w),to otrzymamy nast\304\231puj\304\205cywz\303\263rna rozk\305\202ad

cz\304\231sto\305\233ci:)

1

f(w)
--

exp(liw/kBT)- l') (13))
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Wz\303\263r (13) stanowi modyfikacj\304\231 wzoru Boltz-

manna (5) i uzyskali\305\233my go, podkre\305\233lmy raz jeszcze,

przez wymieszanie stan\303\263w (przegr\303\263d) z obsadzeniami,

wyra\305\274aj\304\205cw ten spos\303\263b nasz\304\205 niewiedz\304\231, w kt\303\263rym

stanie jest foton, gdy ma ich dost\304\231pnych gi przy za-

danej cz\304\231sto\305\233ciWi. Tak\304\205zasad\304\231 zliczania rozdzia\305\202\303\263w

cz\304\205stek po stanach o tej samej energii nazwali\305\233my za-

sad\304\205nierozr\303\263\305\274nialno\305\233ci.Ponadto za\305\202o\305\274yli\305\233my,\305\274eliczba

foton\303\263w (kwant\303\263w promieniowania) w stanie o energii
Ci = liWi mo\305\274eby\304\207dowolna, tj. ni = O, 1,2,. .. Sko\305\204-

czona jest natomiast liczba ni okre\305\233laj\304\205canajbardziej

prawdopodobn\304\205 liczb\304\231foton\303\263w o cz\304\231sto\305\233ciWi w uk\305\202a-

dzie o temperaturze T. Odzwierciedla to fakt, \305\274eliczba

foton\303\263w emitowanych i poch\305\202anianych mo\305\274esi\304\231zmie-

nia\304\207wskutek szumu termicznego przekazywanego ze
\305\233cianzbiornika, a liczba foton\303\263w wed\305\202ug wzoru (2) opi-

suje w przybli\305\274eniu \305\233redni\304\205liczb\304\231foton\303\263w w uk\305\202adzie

w sytuacji, gdy \305\233rednia energia termiczna t(w) uk\305\202adu

jest okre\305\233lona przez temperatur\304\231 \305\233cianmaterialnych

zbiornika; w naszym przypadku t(w) = liwf(w).
Po takim przygotowaniu formalnym jeste\305\233my

w stanie pokr\303\263tce przeanalizowa\304\207 oryginalne podej\305\233cie

Natansona. B\304\231d\304\231tutaj pos\305\202ugiwa\305\202si\304\231jego podr\304\231czni-

kiem teorii promieniowania [5] (rys. 2) z 1912r.)

3. Oryginalne podej\305\233cie Natansona)

W poprzednim punkcie otrzymali\305\233my warto\305\233\304\207

najbardziej prawdopodobnej liczby ni obsadze\305\204 cz\304\205-

stek przy dost\304\231pnycn 9i stanach o zadanej warto\305\233ci

energii cz\304\205stki Ci. Innymi s\305\202owy,otrzymali\305\233my warto\305\233ci

nil gi prawdopodobie\305\204stwa obsadzenia poziomu ener-

getycznego Ci, kt\303\263remo\305\274emy nazwa\304\207 prawdopodobie\305\204-

stwem lokalnym, bo dotyczy obsadzenia pojedynczej
\"kom\303\263rki\" (i-tego stanu).)

3.1. Liczba foton\303\263w na stan
.)

InaczeJ do obliczenia ni podszed\305\202 Natanson. Po

pierwsze, zamiast m\303\263wi\304\205o \"kom\303\263rkach\" (czyli o licz-

bach gi dost\304\231pnych st\037n\303\223wkwantowych), m\303\263wio \"ato-

mach materyi\" , z kt\303\263rych ka\305\274dy mo\305\274ezawiera\304\207 ni =

O, 1, 2, . . . ,p kwant\303\263w o energii Ci = liWi (jest to niepo-

prawne za\305\202o\305\274enie,ale pami\304\231tajmy, \305\274eby\305\202to rok 1911

i teoria Bohra budowy atomu jeszcze nie powsta\305\202a!).

Natomiast definiuje liczb\304\231Ni \"atom\303\263w\" (powinno by\304\207:

stan\303\263w) zawieraj\304\205cych i foton\303\263w o danej cz\304\231sto\305\233ci;za-

tem Ni opisuje liczb\304\231atom\303\263w/stan\303\263w z liczb\304\205 i zaab-

sorbowanych kwant\303\263w. Opr\303\263cz tego' wprowadza wiel-

ko\305\233\304\207nI
-

liczb\304\231kwant\303\263w w I-tym atomie.

Nast\304\231pnie Natanson wprowadza liczb\304\231konfigura-

cji, kt\303\263re dzi\305\233nazwaliby\305\233my globalnymi. Uwa\305\274a mia-

nowicie, \305\274e\"atomy materyi\" absorbuj\304\205ce i emituj\304\205ce

kwanty s\304\205rozr\303\263\305\274nialne, w zwi\304\205zku z czym liczba fi-

zycznie nier\303\263wnowa\305\274nych konfiguracji stan\303\263w wyra\305\274a

SI\304\231wzorem)

N!
U =

N 'N , N \"1. 2.... p.)

(14))
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7-1) W\305\202Natuson.
II. .................................-.__)

(13))
E

'N- \305\202kT;)

zatem istotnie, jak powinni\305\233my byli otrzymac. wielko\305\233\304\207\305\202k T i\037 \037redni\304\205ki.

netyczn. ener&i\304\205cz\304\205steczki gazu doskona\305\202ego o temperaturze T. Por., 32.

\03752. teD\305\20211Planek Drugi! g\305\2026'W11etm\305\202b\"dl\302\243f1ie.Przyjmujemy teraz
r\303\263wnanie (8) S 49.go, czyli twierdzenie B o I t zma n n a Zamiast znaku \037

wstawiamy w.rto\037t najwi\304\231ksz\304\205,kt\303\263r\304\205osi\304\205gawielko\305\233\304\207.dana przez Iormu\305\202f;(5)
S 39-go. Ze wzgl\304\231duna r\303\263waania (7) i (8) f 88-go oraz (6) S 43-10 otrzymu-

jemy, co nast\304\231puje:

(1) S=- kiN log N- N log \305\202.,'o
- 11log:c1+const.,

gdzte sta\305\202.dodatkowa nie powinna zaletef od A.

Wz\303\263r(l) jest og\303\263lny. Przejd\305\272D1Yteraz do uwatanJa dw\303\263chprzypadk\303\263w

szczeg6lnych, o kt\303\263rych m\303\263wili\305\233myw artyku\305\202ach 46 i 47.
Przypu\305\233\304\207mypo

pierwsze. te i\305\202f 46\"10 jest bardzo ma\305\202ym. zuaanie od jedno\305\233ci moiej..

szY.,m
u \305\202a m k i e m. Z

S.47-gowiadomo, \305\274epope\305\202nimy bardzo maly b\305\202\304\205d,je.
tell po\305\202otymy w tym ra%l\037)

(2))
hO -. Q ....- 1+ Q

\302\267)
N

N.==
l+Q

.)

z powytszego r\303\263wnania (1) wyprowadzamy pod\303\263wczas:

(3) S==k\305\202(n+N) \305\202og(n+\0371- Alogn-NlogNt+const.

Wedlug (8) S 48.gomamy jednakte, w s\305\202anie
r\303\263'!Dowlgt=

a8 tJ
(4) 3n -=T-.

Z (8) i (4) wypada natychmiast:)

(5))
fi. E 1

Q= N
- N. = ,../lr-l ')

rdzie . jest podstaW1\305\202logarytm\303\263w naturalnych. Z tego r\303\263wnania (5)J kt\303\263re

nazywamy dr\"g\305\202m glmm,. ,6ummaWm Teoryi. otrzymamy niebawem for.
mul\304\231promieniowania, odkryt\304\205przez P 1a n ck a.

Przypominamy obecnie % \03747 -go, te, jeteli Qjest ma\305\202a.wart04\304\207(:a:) tety
pomi\304\231dzy 6wczesn\304\205 a oraz Q. Zatem. &teby uzyskat r\303\263wnanie (5) Plancka.
musieli\305\233my przyj,t za (\037) jego doln\304\205 granic\305\202- Je.teli do r\303\263wnania (I) ws\305\202a-

wimy zamiast (\037) jego g\303\263rn\" grank\304\231, t. j. jeteU zaJo1ymy)

Rys. 2. Strona monografii [5] z jawnym
wyra\305\274eniem na rozk\305\202ad statystyczny
dla liczby foton\303\263w n o energii e =
nw przy N dost\304\231pnych stanach (funk-

cja wyk\305\202adnicza ma tu symbol e). Za-
uwa\305\274my tak\305\274ewz\303\263r(3) na entropi\304\231 bo-

zon\303\263wo zadanej energii nw (wynik dla

ca\305\202kowitej entropii jest podany jako
wz\303\263r(32) w obecnym artykule).)

Ponadto, liczba rozk\305\202ad\303\263wwsp\303\263lnych dla N ato-

m\303\263w(stan\303\263w) oraz n kwant\303\263w (foton\303\263w), gdy fotony

s\304\205nierozr\303\263\305\274nialne, jest dana wzorem)

(n + N - 1)!
UE

=

n!(N
- 1)!

.) (15))

Symbol UE oznacza tu sum\304\231 liczb konfiguracji roz-

mieszcze\305\204 atom\303\263w z n fotonami oraz n foton\303\263w po-

mi\304\231dzy atomami. Zauwa\305\274my od razu, \305\274ewz\303\263rpowy\305\274-

szy ma taka sam\304\205 posta\304\207 jak wz\303\263r(8), lecz tam za-
miast ca\305\202kowitej liczby atom\303\263w mamy liczb\304\231stan\303\263w gi

o danej energii Ci. Podobna uwaga dotyczy ni, zatem

obecnie n musi odgrywa\304\207 rol\304\231\305\233redniej liczby foton\303\263w

w uk\305\202adzie (czy te\305\274warto\305\233ci najbardziej prawdopodob-

nej). Wida\304\207 teraz, dlaczego obecne podej\305\233cie jest po-

dej\305\233ciem globalnym, w kt\303\263rym zadane s\304\205dwie liczby:)
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p' N .-N
\037 7,- ,) (16))

i=O)

p

L iN i = n.
i=O)

(17))

Nast\304\231pnie wprowadzamy prawdopodobie\305\204stwo P

obsadzenia rozwa\305\274anego rozdzia\305\202u energii. W tym celu

definiujemy wielko\305\233\304\207

p = .!!..- ...:.N!n!(N - l)!
(
fI Ni!

)

-1

(18)
'UE (n + N-l)! i=O

Prawdopodobie\305\204stwo to opisuje typow\304\205 konfiguracj\304\231

z n fotonami w uk\305\202adzie. Osi\304\205ga ono warto\305\233\304\207maksy-

maln\304\205 przy zadanych n oraz N, gdy iloczyn TI r o Ni!

przyjmuje warto\305\233\304\207minimaln\304\205. St\304\205dte\305\274ca\305\202yproblem

sprowadza si\304\231do znalezienia warunkowego minimum)

149)))
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wyrazenla)

F{N i } = kBIn
t!

Ni!+ Uo

( \037
Ni -

N)

+ V o

( \037

iN i - N
)

, (19))

gdzie podobnie jak poprzednio (por. (10)) wzi\304\231li\305\233my

logarytm minimalizowanej funkcji i zastosowali\305\233my

mno\305\274niki Lagrange'a, kt\303\263rymi s\304\205teraz parametry Uo
oraz V\303\263.R\303\263wnie\305\274,podobnie jak poprzednio, stosujemy
wz\303\263rStirlinga do pierwszego wyrazu, a tak\305\274e uwa-

\305\274amyNi za dostatecznie du\305\274e, aby\305\233my mogli szuka\304\207

minimum F wzgl\304\231dem {Ni} jako argumentu ci\304\205g\305\202ego.

Wtedy warunek 8F/8N i = O prowadzi do r\303\263wnania)

In Ni + Uo + iVo = O.) (20))

Parametr Uo mo\305\274na wyznaczy\304\207 przez przepisanie tego
r\303\263wnania dla i = O, co prowadzido zale\305\274no\305\233ci)

U o = -In No.) (21))

Natomiast zapisuj\304\205c V o jako)

Vo = -lnx,) (22))

otrzymujemy rozwi\304\205zanie r\303\263wnania (20) w postaci)

Ni = Noxi.) (23))

Zauwa\305\274my, \305\274ewielko\305\233\304\207x jest nadal nieokre\305\233lona (po-

dobnie jak No), ale przy normalnym rozk\305\202adzie nale\305\274y

oczekiwa\304\207, \305\274eO < x < 1. Zale\305\274no\305\233\304\207(23) pozwala nam

przepisa\304\207 r\303\263wnania (16) oraz (17) odpowiednio w na-

st\304\231puj\304\205cejpostaci:)

No + Nox + Nox2+ . ..+ Nox
P = N, (24)

Nox + 2No x2 + . . . + pNoxP = n. (25))

Uk\305\202ad tych r\303\263wna\305\204sprowadza si\304\231do jednego przez

wprowadzenie fundamentalnej - jak si\304\231okazuje do-

piero teraz - wielko\305\233ci)

n

Q= -.
N)

(26))

Dziel\304\205c mianowicie wielomian (25) przez (24) przy za-
\305\202o\305\274eniu,\305\274eNo 1= O, otrzymamy r\303\263wnanie)

fQ(x)
= (p

- Q)xP -
(p

- 1-
Q)x

p
- 1

+ . . .

+ (1-
Q)x

- Q = O. (27))

Jest to r\303\263wnanie na wielko\305\233\304\207x przy zadanych p oraz Q.
W \305\233wietle tego, co wiemy obecnie, za\305\202o\305\274enie,\305\274ep < 00

mo\305\274esi\304\231wydawa\304\207 nieuzasadnione, ale skomentujemy
to w sensie pozytywnym w nast\304\231pnym punkcie. Na ra-

zie przeanalizujemy rozwi\304\205zania Natansona, \305\274ebydo-

prowadzi\304\207 rzecz do ko\305\204ca.)

150)

,)

W\305\202adys\305\202awNatanson (1864-1937))

W tym momencie zaczyna si\304\231r o z u m owa nie
f i z y c z n e N atansona, gdy\305\274charakter rozwi\304\205zania za-

le\305\274yod stosunku Q = n/N, kt\303\263rypowinien by\304\207wielko-

\305\233ci\304\205wyj\305\233ciow\304\205teorii. Na podstawie twierdze\305\204 \"przy-

pisywanych Harriotowi b\304\205d\305\272Kartezyuszowi\" r\303\263wna-

nie (27) mo\305\274emie\304\207tylko jeden pierwiastek dodatni,
poniewa\305\274 f Q (O) < O,a fQ(l) > O. Problem w tym, Jaka
jest warto\305\233\304\207Q: Q \302\2531 czy Q :\302\273l? Skracaj\304\205c rozwa\305\274a-

nia Natansona, mo\305\274emy powiedzie\304\207, \305\274eoczywi\305\233cie dla

niskiej temperatury (T -+ O) Q \302\2531, natomiast w ob-
szarze klasycznym z pewno\305\233ci\304\205mamy Q \037 1, je\305\233linie

Q \302\2731, gdy\305\274wtedy T -+ 00 i liczba foton\303\263w zawartych

w szumie termicznym mo\305\274eby\304\207dowolnie du\305\274a.

3,2. Entropia kwantowego gazu foton\303\263w

i rozk\305\202ad statystyczny

Niestety, tutaj linia dotychczasowego rozumowa-
nia si\304\231za\305\202amuje i \305\274ebywyci\304\205gn\304\205\304\207wnioski z r\303\263wna-

nia (27), trzeba wprowadzi\304\207 dodatkowy sk\305\202adnik. Na-

tanson zauwa\305\274y\305\202mianowicie, \305\274eentropia takiego gazu
foton\303\263w przy zadanej liczbie N atom\303\263w ma posta\304\207 (na

podstawie wzoru (15) i po uwzgl\304\231dnieniu przybli\305\274enia

Stirlinga))

s = kB In[N(lnN -1) -
Ni (In N i ,- 1)], (28))

wi\304\231cwprowadzi\305\202 we wzorze (28) dodatkow\304\205 sta\305\202\304\205,

kt\303\263r\304\205my ignorujemy, bo gaz kwantowy winien mie\304\207

entropi\304\231 r\303\263wn\304\205zeru, gdy nie ma kwant\303\263w (zob. poni-

\305\274ej,gdy wypiszemy ten wz\303\263rw bardziej odpowiedniej

postaci). Bior\304\205c pod uwag\304\231 wz\303\263r(23), otrzymamy, \305\274e)

s = kB(In N - NlnNo
- nInx). (29))

W tym momencie Natanson robi zasadnicze przybli\305\274e-

nie, a mianowicie uwa\305\274a, \305\274epope\305\202nimy ma\305\202yb\305\202\304\205d,je\305\233li

za\305\202o\305\274ymy,\305\274e)

Q

x=l+Q)

N
No =

1 + Q
,) (30))oraz)
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gdy\305\274uwa\305\274amy, \305\274eQ \302\2531 (granica kwantowa). Wtedy
otrzymamy nast\304\231puj\304\205cywz\303\263rna entropi\304\231:)

s = kB[(n + N) ln(n+ N) - nlnn-
NInN]. (31))

\305\201atwo doprowadzi\304\207 to wyra\305\274enie do postaci)

s = k B N[(l + Q) In(l + Q) - QlnQ]. (32))

Jest to entropia gazu n foton\303\263w rozmieszczonych

w N \"atomach\". Z definicji temperatury termodyna-

micznej mamy, \305\274ew stanie r\303\263wnowagi)

as 1

aE T.) (33))

Uwa\305\274aj\304\205c,\305\274edla ka\305\274dej cz\304\231sto\305\233cipromieniowania

mamy stan r\303\263wnowagi, mo\305\274emy przyj\304\205\304\207,\305\274edla danej

energii (cz\304\231sto\305\233ciw) E = n\342\202\254= nliw i wobec tego)

as liw

an T')
(34))

a st\304\205dotrzymamy)

Q=
1

exp(liw I k B T)
- 1

.) (35))

Jest to poszukiwany wz\303\263rna rozk\305\202ad statystyczny fo-

ton\303\263w. To rozwi\304\205zanie, kt\303\263reotrzymali\305\233my w granicy

niN \302\253l, prowadzi do rozk\305\202adu Boltzmanna w gra-

nicy liwlkBT \302\2731. Nale\305\274y zatem oczekiwa\304\207, \305\274ewz\303\263r

wyprowadzony przez N at ansona ma charakter og\303\263lny

mimo jego wyprowadzenia dla warunk\303\263w szczeg\303\263lnych.

Tak jest istotnie, z czego chyba Natanson nie zdawa\305\202

sobie sprawy (a szkoda!).
Widzimy zatem, \305\274edla domkni\304\231cia teorii wystar-

czy\305\202otylko pos\305\202u\305\274y\304\207si\304\231zwi\304\205zkiem (23) oraz wyra-
\305\274eniem na entropi\304\231 gazu foton\303\263w. Autor niniejszego

opracowania zdaje sobie spraw\304\231 z d\305\202u\305\274yznypodanego

wywodu. Bior\304\205c jednak pod uwag\304\231 okoliczno\305\233\304\207,i\305\274jest

to prawdopodobnie pierwsze, a by\304\207mo\305\274ejedyne opra-

cowanie teorii foton\303\263w wed\305\202ug Natansona, uwa\305\274a za

usprawiedliwione podanie go w szczeg\303\263\305\202ach.W na-

st\304\231pnym punkcie kr\303\263tko om\303\263wimy t\304\231teori\304\231jako\305\233ciowo,

\305\274ebypodej\305\233cie Natansona mogli oceni\304\207 tak\305\274ehistorycy

nauki.)

3.3. Rozk\305\202ad Plancka

Rozk\305\202ad (35) zwany obecnie rozk\305\202adem Bosego-

-Einsteina zosta\305\202 zaproponowany przez Plancka na

podstawie za\305\202o\305\274enia,\305\274eabsorpcja lub emisja promie-
niowania o danej cz\304\231sto\305\233cidokonuje si\304\231porcjami ener-

gii E i = iliw. Einstein w roku 1906 dopowiedzia\305\202, \305\274e

\305\202atwosobie wyobrazi\304\207 takie procesy absorpcji i emisji
kwantami 1iw, gdy\305\274samo promieniowanie elektroma-

gnetyczne widocznie sk\305\202ada si\304\231z cz\304\205stek
- foton\303\263w -

o energii 1iw, a energia fali elektromagnetycznej o danej
cz\304\231sto\305\233cizawiera z regu\305\202y wiele takich kwant\303\263w. Hi-

poteza Einsteina znalaz\305\202a pi\304\231kne potwierdzenie w wy-
t\305\202umaczeniu zjawiska fotoelektrycznego, ale tak\305\274ep\303\263\305\272-

niej w interpretacji zjawiska Comptona i wielu innych)
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do\305\233wiadczeniach. Oczywi\305\233cie, nie by\305\202owiadomo (i da-

lej nie wiemy!),jak dok\305\202adniej zwi\304\205za\304\207te fotony jako

cz\304\205stki z falami elektromagnetycznymi; postulujemy
jedynie interpretacj\304\231 statystyczn\304\205 Borna jako proba-

bilistyczn\304\205 interpretacj\304\231 formalizmu falowego w j\304\231zyku

cz\304\205stek.

Zostawiaj\304\205c jednak na boku ca\305\202\304\205t\304\231dyskusj\304\231, nie-

rozwi\304\205zan\304\205do dzi\305\233,chcemy za pomoc\304\205 wzoru (35),

zinterpretowanego jako rozk\305\202ad najbardziej prawdopo-

dobny, znale\305\272\304\207wz\303\263rna \305\233redni\304\205energi\304\231 promieniowa-

nia U(w)dw zawart\304\205 w przedziale cz\304\231sto\305\233ci[w,w+dw].

Korzystaj\304\205c ze wzoru (13), otrzymujemy)

g(w)w
U(w)dw =

(li /k T)
dw, (36)

expWB -1)

gdzie g(w) jest g\304\231sto\305\233ci\304\205stan\303\263w dan\304\205 wzorem (4),

czyli liczb\304\205fal elektromagnetycznych w jednostkowym
przedziale cz\304\231sto\305\233ci,a f(w) = [exp(liwlkBT)

- 1]-1
jest g\304\231sto\305\233ci\304\205prawdopodobie\305\204stwa obsadzenia foto-

nem danego stanu (\"atomu\" w j\304\231zyku Natansona) o tej

energii. Zauwa\305\274my, \305\274eN atanson naprawd\304\231 interpretuje

wszystko w stylu Plancka (a nie Einsteina)- w naczy-

niu (wn\304\231ce) rozchodz\304\205 si\304\231fale (st\304\205dg(w) w j\304\231zyku fa-

lowym), natomiast f(w) jest zadane w j\304\231zyku cz\304\205stek

materii. To samo f (w) nale\305\274y stosowa\304\207 zar\303\263wno do ma-

terii tworz\304\205cej wn\304\231k\304\231,w kt\303\263rej zamkni\304\231te s\304\205fale, jak

i do samych fal, poniewa\305\274 s\304\205one ze sob\304\205w r\303\263wnowa-

dze.

Jest rzecz\304\205 zadziwiaj\304\205c\304\205, \305\274etak skomplikowane

etapy rozumowania doprowadzi\305\202y Natansona do tak

prostego wyniku. Najprawdopodobniej nie by\305\202oby to

mo\305\274liwe, gdyby nie zna\305\202on z g\303\263rywyniku, kt\303\263ry

chcia\305\202 otrzyma\304\207, tj. wzoru na rozk\305\202ad Plancka. Jed-

nak\305\274e Natanson u\305\274y\305\202jako pierwszy fundamen-

talnej zasady, znajduj\304\205cej odzwierciedlenie we wzo-

rze (15), kt\303\263r\304\205przedyskutujemy w nast\304\231pnym punk-

cie; jest ni\304\205ni er oz r \303\263\305\274n i al no \305\233\304\207fo t o n\303\263w. Za-

uwa\305\274my tak\305\274e, jak bardzo skomplikowane i w gruncie

rzeczy ma\305\202ojasne jest to rozumowanie w por\303\263wnaniu

z p\303\263\305\272niejszympodej\305\233ciem Einsteina.)

4. Podej\305\233cie Natansona: om\303\263wienie jako\305\233ciowe)

Przypuszczam, \305\274eCzytelnik nie b\304\231dzie chcia\305\202si\304\231

wg\305\202\304\231bia\304\207w szczeg\303\263\305\202yrozwa\305\274a\305\204ilo\305\233ciowych podanych

w punktach 2 oraz 3. Wobec tego om\303\263wimy tutaj

Ci skrytykujemy) g\305\202\303\263wnecechy jako\305\233ciowe podej\305\233cia

N atansona.

Istnieje niew\304\205tpliwie r\303\263\305\274nicami\304\231dzy podej\305\233ciem

Bosego i podej\305\233ciem Natansona do wyprowadzenia
wzoru Plancka. Natanson u\305\274y\305\202tutaj jako \"kom\303\263rki\"

absorbuj\304\205cej lub emituj\304\205cej foton po prostu atomu.

Bose m\303\263wiju\305\274o stanach (\"modach\") samego promie-
niowania, co jest \305\233ci\305\233lejszeze wsp\303\263\305\202czesnego punktu

widzenia. Jednak\305\274e nie ma to znaczenia w analizie ilo-

\305\233ciowej, je\305\233litylko zast\304\205pimy zwrot \"atom materyi\"

odpowiedni\304\205 cz\304\231sto\305\233ci\304\205drga\305\204 dopuszczaln\304\205 we wn\304\231ce)
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zawieraj\304\205cej promieniowanie. W ten spos\303\263b rozk\305\202ad

promieniowania jest okre\305\233lony przez samo promienio-

wanie, b\304\231d\304\205cew r\303\263wnowadze ze \305\233ciankami material-

nymi wn\304\231ki. Takie podej\305\233cie jest poprawne i upraszcza
niezmiernie analiz\304\231 pod warunkiem, \305\274eprzyjmuje si\304\231

zasad\304\231 nierozr\303\263\305\274nialno\305\233cifoton\303\263w wprowadzon\304\205 w\305\202a-

\305\233nieprzez Natansona co najmniej 12 lat wcze\305\233niej od

Bosego, co jest g\305\202\303\263wnympowodem do jego chwa\305\202y.

Nierozr\303\263\305\274nialno\305\233\304\207cz\304\205stek objawia si\304\231tutaj po raz

pierwszy jako fakt, \305\274enie wiemy, kt\303\263refotony s\304\205w da-

nym \"atomie\". Natanson pisa\305\202o tym bardzo obrazowo

(por. [5],ss. 55-56):
Rozwa\305\274ali\305\233myprzed chwil\304\205rozdzia\305\202y (rozk\305\202ady

- J. S.)
energii. Gdy o nich m\303\263wimy, nie jeste\305\233my obowi\304\205zani przy-

puszcza\304\207 z tego tytu\305\202u, \305\274emo\305\274emy rozpoznawa\304\207 atomy albo

jednostki energii (kwanty zaabsorbowane przez te atomy
- J.S.).Je\305\274elichcemy wyznaczy\304\207 pewien rozdzia\305\202 energii,

powinni\305\233my poda\304\207liczb\304\231atom\303\263w, kt\303\263reuzyskuj\304\205 (ka\305\274dy)

pewn\304\205wiadom\304\205 liczb\304\231jednostek energii; ale w tym celu nie
potrzeba nam wiedzie\304\207, kt\303\263remianowicie atomy otrzyma\305\202y

t\304\231liczb\304\231.Inaczej maj\304\205si\304\231rzeczy, gdy zajmujemy si\304\231rozk\305\202a-

dami energii (na poszczeg\303\263lne atomy
- J.S.). Nie mogliby-

\305\233myokre\305\233li\304\207poj\304\231cia rozk\305\202adu, gdyby\305\233my nie przypuszczali

implicite w okre\305\233leniu, \305\274emo\305\274emy odr\303\263\305\274nia\304\207atomy, \305\274epo-

trafimy przekona\304\207 si\304\231o tern, z kt\303\263rym atomem mamy do

czynienia. Takie za\305\202o\305\274eniezawiera si\304\231w samem poj\304\231ciu roz-

k\305\202adu.Co do jednostek energii zawiera si\304\231w niem jednak
za\305\202o\305\274enieprzeciwne. Tworz\304\205c rozk\305\202ady, post\304\231pujemy tak,

jak gdyby\305\233my nie umieli stwierdzi\304\207 to\305\274samo\305\233cijednostek.

Ten cytat mo\305\274emy skomentowa\304\207 tylko tak: co

za pi\304\231kne oddanie r\303\263\305\274nicymi\304\231dzy sposobem wyra\305\274e-

nia liczby konfiguracji cz\304\205stek nierozr\303\263\305\274nialnych wzo-

rem (18) z jednej strony, a z drugiej wzorem (15)
-

liczby rozr\303\263\305\274nialnych i niezale\305\274nychstatystycznie pod-
uk\305\202ad\303\263w!Pierwsze zdania wyra\305\274aj\304\205nierozr\303\263\305\274nialno\305\233\304\207

poszczeg\303\263lnych foton\303\263w ( \"kt\303\263re mianowicie atomy

otrzyma\305\202y t\304\231liczb\304\231\,") a nast\304\231pne m\303\263wi\304\205ju\305\274tylko

o rozr\303\263\305\274nialnych liczbach konfiguracji, rozr\303\263\305\274nialnych

kom\303\263rkach, atomach czy stanach. Tak wi\304\231cNatanson

odkry\305\202 fundamentaln\304\205 zasad\304\231 nierozr\303\263\305\274nialno\305\233cicz\304\205-

stek kwantowych (foton\303\263w) (ca\305\202kiem nietrywialna kon-

cepcja nawet dzi\305\233!).Mo\305\274na nawet zaryzykowa\304\207 stwier-

dzenie, \305\274ezauwa\305\274y\305\202jej g\305\202\304\231bi\304\231w odr\303\263\305\274nieniuod Bo-

sego, kt\303\263ry jej explicite nie wyodr\304\231bni\305\202,przez co jego

praca by\305\202aw wi\304\231kszym stopniu heurystyczna (w tym

samym stylu, co heurystyka Plancka przy wprowadze-
niu kwant\303\263w energii). Zar\303\263wno jednak Natanson, jak
i Bose przyjmuj\304\205 hipotez\304\231 Plancka kwant\303\263w energii bez

dyskusj i.)

5. Konkluzje)

Czy zatem odpowied\305\272 na pytanie postawione w ty-
tule jest twierdz\304\205ca? Moim zdaniem - t a k! Niestety,
taki stan rzeczy ma ju\305\274tylko znaczenie historyczne,
Nie pierwszy to przypadek,\305\274eizolacja lokalnego \305\233ro-

dowiska od \305\233wiata, a przede wszystkim publikowanie
w ma\305\202oznanych czasopismach naukowych, prowadzi
do zapomnienia. Szkoda.Dzi\305\233do propagowania swo-

ich idei, nawet kontrowersyjnych, mamy przynajmniej

strony internetowe.)
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Ciekawa jest tak\305\274eokoliczno\305\233\304\207,\305\274eW\305\202adys\305\202awN a-

tanson nie pr\303\263bowa\305\202zabra\304\207 g\305\202osuna temat swoich prac

ju\305\274po publikacjach Bosego i Einsteina. By\304\207mo\305\274ewy-

nika\305\202oto z jego zaj\304\231cia si\304\231w p\303\263\305\272niejszychlatach \305\274ycia

raczej popularyzacj\304\205, a mo\305\274e- jako cz\305\202owiek znany

z wielkiej skromno\305\233ci - uzna\305\202po ukazaniu si\304\231artyku\305\202u

Einsteina, \305\274ejego w\305\202asna praca straci\305\202a ju\305\274znaczenie.

Nie potrafi\304\231 odpowiedzie\304\207 na to pytanie.)

6. Postscriptum -
pok\305\202osie zasady nierozr\303\263\305\274nial-

no\305\233ci: kondensacja Bosego-Einsteina

Rozk\305\202ad zwany obecnie rozk\305\202adem Bosego-Ein-

steina przybra\305\202 dzisiejszy kszta\305\202t po pracach Einste-

ina z 1925r. [6] (nale\305\274y wtedy do rozwa\305\274a\305\204p. 2 do-

da\304\207prawo zachowania ca\305\202kowitej liczby cz\304\205stek, je\305\233li

ich masa mo =1= O), a w drugiej po\305\202owie lat dwudzie-

stych ubieg\305\202ego wieku powi\304\205zany zosta\305\202 przez Diraca

z parzysto\305\233ci\304\205funkcji falowej wzgl\304\231dem przestawienia

par cz\304\205stek. Obchodzimy zatem w \305\232wiatowym Roku

Fizyki 2005 nie tylko stulecie prac Einsteinana te-
mat szczeg\303\263lnej teorii wzgl\304\231dno\305\233ciczy koncepcji fo-

tonu jako cz\304\205stki, ale tak\305\274e80-lecie naj wspanialszego
trIumfu koncepcji nierozr\303\263\305\274nialno\305\233cicz\304\205stek, a mia-

nowicie zjawiska kondensacji Bosego-Einsteina, kt\303\263-

rego istnienie zosta\305\202o potwierdzone dopiero 10 lat temu
w gazie atom\303\263w uwi\304\231zionych w pu\305\202apce optycznej [7].

Nietrywialno\305\233\304\207 idei tej kondensacji polega na tym,

\305\274emo\305\274eona zachodzi\304\207 dla nieoddzia\305\202uj\304\205cych cz\304\205stek

materialnych (bozon\303\263w), co przy pierwszym zetkni\304\231ciu

si\304\231z ni\304\205sprawia podstawowe k\305\202opoty w jej zaakcep-
towaniu. Mo\305\274na bowiem zada\304\207 sobie naiwne pytanie:

jak jest mo\305\274liwy nag\305\202yprzeskok w okre\305\233lonej tempe-

raturze Te wi\304\231kszo\305\233cicz\304\205stek do stanu podstawowego,
skoro te cz\304\205stki ze sob\304\205nie oddzia\305\202uj\304\205?W dodatku

energia szum\303\263w termicznych k B Te w tej temperaturze
znacznie przewy\305\274sza odst\304\231p t:::.\342\202\254mi\304\231dzy dwoma pozio-

mami energetycznymi dozwolonymi dla cz\304\205stek w ta-

kim gazie.
Odpowiedzi\304\205 (cz\304\231\305\233ciow\304\205!)na ten zarzut jest ma-

giczne okre\305\233lenie - s p\303\263jn o\305\233\304\207k w a n t o wastanu
wielocz\304\205stkowego tego gazu. Funkcja falowa N nieod-
dzia\305\202uj\304\205cychcz\304\205stek nie jest bowiem prostym iloczy-
nem odpowiednichfunkcji dla pojedynczych cz\304\205stek

N

'l/JO(rl,r2,...,rN) =
II 'l/Jai(ri), (37)
i=l)

ale zsymetryzowanym iloczynem wyra\305\274aj\304\205cym syme-

tri\304\231wzgl\304\231dem wszystkich mo\305\274liwych przestawie\305\204 (per-

mutacji) wsp\303\263\305\202rz\304\231dnychtych cz\304\205stek:

'l/Jo (rl, r2, . . . ,r N )

1
=

/7\\Ti ['l/Jal (rl )'l/Ja2 (r2) . . . 'l/JaN (r N)
vN!

+ 'l/Jal (r2)'l/Ja2 (rl) . . . 'l/JaN (r N) + . . .]. (38))

Posta\304\207 czynnika normalizacyjnego wynika st\304\205d, \305\274e

mamy N! permutacji iloczynu N wyraz\303\263w o tym sa-

mym znaku. Zasada nierozr\303\263\305\274nialno\305\233ciprowadzi zatem)
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do kondensacji, gdy\305\274wi\304\205\305\274eowych N cz\304\205stek w jeden

stan kwantowy z ustalonym czynnikiem fazowym nie-

zale\305\274nie od tego, w kt\303\263rej rownowa\305\274nej konfiguracji si\304\231

one znajduj\304\205. W ten spos\303\263b zagadka kondensacji nie-

oddzia\305\202uj\304\205cych cz\304\205stek zast\304\205piona zosta\305\202a tajemnicz\304\205

nie lokalno\305\233ci\304\205powi\304\205za\305\204tych cz\304\205stek (,,spooky action

at a distance\" wed\305\202ug okre\305\233lenia Einsteina), ale chyba

g\305\202\304\231biejju\305\274si\304\231tego na razie nie da uzasadni\304\207. Paradok-

salno\305\233\304\207sytuacji wyra\305\274a si\304\231tak\305\274e w tym, i\305\274Einstein

przewidzia\305\202 kondensacj\304\231 bozon\303\263w w 1925 r. na pod-
stawie rozwa\305\274an statystycznych, ale od\305\274egna\305\202si\304\231od

,. ,. . ... ..
spOJnOSCi w powyzszym senSie w innej sytuaCji -

wy-

st\304\231powania takich stan\303\263w spl\304\205tanych w eksperymen-

tach kilkucz\304\205stkowych. Ignoramus et ignorabimus?
Nie b\304\231dziemy si\304\231tutaj zajmowa\304\207 w szczeg\303\263\305\202ach

ilo\305\233ciowym podej\305\233ciem do kondensacji Bosego-Ein-
steina w idealnym gazie bozon\303\263w, gdy\305\274zagadnienie

to wchodzi w zakres podstawowego kursu fizyki staty-

stycznej czy fizyki materii skondensowanej i jest oma-
wiane w wielu podr\304\231cznikach. Nadmienimy tylko, \305\274e

kondensacja dotyczy cz\304\205stek z niezerow\304\205 mas\304\205 spo-

czynkow\304\205 i to tylko w idealnych gazach tr\303\263jwymiaro-

wych lub w spu\305\202apkowanych uk\305\202adach cz\304\205stek. Stosun-

kowo \305\202atwyargument prowadzi do warto\305\233ci Te = O dla

foton\303\263w. Stan\303\263w foton\303\263w powy\305\274ej progu akcji lasero-

wej nie mo\305\274na uwa\305\274a\304\207za kondensat w sensie Bosego-
-Einsteina.)

Chcia\305\202bym wyrazi\304\207 wdzi\304\231czno\305\233\304\207prof Bronis\305\202awowi

\305\232redniawie za zwr\303\263cenie uwagi na potrzeb\304\231 szerszego om\303\263-

wienia tego aspektu fundamentalnego prac Natansona
(por. te\305\274[8]), a tak\305\274eprofesorom Adamowi Strza\305\202kow-

ski emu i Andrzejowi Fuli\305\204skiemu za zach\304\231t\304\231do wyg\305\202osze-)

nia referatu na ten temat. Dzi\304\231kuj\304\231r\303\263wnie\305\274Fundacji na

Rzecz Nauki Polskiej za finansowe wsparcie niezale\305\274nych

bada\305\204 oraz pro\302\243.Iwonowi Bia\305\202ynickiemu-Biruli za intere-
suj\304\205c\304\205dyskusj\304\231.)
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