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The Natanson—Bose-Einstein statistics? A critical “yes”

Abstract: A forgotten theoretical papers of Wiadystaw Natanson from 1911 of the energy distribution of
photons enclosed in a cavity in the state of thermodynamic equilibrium is recalled and critically assessed.
In his papers the fundamental role of the indistinguishability principle of photons had been formulated
for the first time twelve years before the famous articles of Bose and Einstein were published.

1. Wstep — wspotczesny poglad na rozktad
statystyczny czastek

Pod pojeciem statystyki czastek, zwlaszcza kwan-
towych, rozumiemy zwykle ich rozklad w funkcji ich
energii. Statystyka dotyczy zwykle ukladu bardzo
wielu czastek, a punktem wyjscia jest koncepcja ideal-
nego gazu kwantowego, czyli ukladu zlozonego z nie-
oddzialujacych i nierozréznialnych czastek (ta
ostatnia cecha stanowi wazny punkt niniejszego arty-
kulu). Przy takim punkcie wyjscia moga si¢ natych-
miast pojawi¢ watpliwoéci co do stosowalnosci takiego
podejécia takze do oddzialujacych czastek, lecz oka-
zuje sig¢, ze wyniki otrzymane w tak wyidealizowanej
sytuacji stosujg si¢ takze do wielu bardziej realistycz-
nych sytuacji. Co wiecej, w przypadku statystycznego
podejécia do kwantowej natury $wiatla takim reali-
stycznym gazem jest idealny gaz fotonéw opisujacy
gesto$é energii promieniowania elektromagnetycznego,
bedacego w réwnowadze termodynamicznej z materig
zbiornika, ktéry go ogranicza. A to, ze taki problem
jest fundamentalny, wykazal juz Max Planck w roku
1900, a nastepnie Wladyslaw Natanson w 1911 r. (1]
i niezaleznie Satyendra Nath Bose w roku 1923 [2].
Zanim jednak zajmiemy si¢ bezposrednio fundamen-
talnym wkladem Natansona, musimy nieco dokladniej
powiedzie¢, dlaczego pojecie rozkladu statystycznego
jest tak wazne przy opisie ukladéw wieloczastkowych.

Wspblczeénie pojecie statystyki jest wigzane z sy-
metrig funkcji falowej ukladu wielu czastek w sp6j-
nym stanie kwantowym, nawet gdy te czastki nie
oddzialujag miedzy sobg. A mianowicie, taka funkcja
falowa ma byé niezmiennicza wzgledem przestawien
dowolnej pary wspélrzednych czastek (symetryczna
wzgledem transpozycji dla przypadku fotonéw). Jed-

nakze, gwoli zachowania wiernosci historycznej, taka
koncepcja statystyki, a takze zwigzek statystyki ze spi-
nem czastek (Pauli 1940), beda tu — przynajmniej na
razie — konsekwentnie ignorowane.

1.1. Pojecie rozktadu statystycznego (Boltzmann)

Fizyka statystyczna, zajmujaca si¢ ukladem wielu
czastek w réwnowadze z otoczeniem (ale takze przeply-
wami hydrodynamicznymi w ukladach nieréwnowago-
wych oraz przemianami fazowymi i zjawiskami kry-
tycznymi w ich poblizu), na swym podstawowym po-
ziomie odchodzi od opisu czysto mechanicznego, gdyz
okresla rozklad czastek w funkcji energii przy zadanej
temperaturze T' i ich koncentracji (,gestosci”) N/V
(Sredniej liczbie czastek N przypadajacej na jednostke
objetosci V). Od temperatury zalezy $redni przekaz
energii z chaotycznego (na ogél) otoczenia. Aspekt me-
chaniczny pojawia si¢ jedynie pod postacig liczby do-
stepnych stanéw g(¢) dla danej energii € czastki, rozu-
mianej tez jako gestos¢ stanéw, jesli energia dostepna
dla czgstki pobudzonej szumem termicznym jest do-
wolna.

W og6lnym przypadku liczbe czastek dn(e) w ma-
lym przedziale energii [¢, e + de] mozna zapisaé jako

dn(e) = f(e)g(e)de, (1)

gdzie f(e) jest gestoscia prawdopodobiefistwa obsadze-
nia dowolnego stanu o energii £, natomiast g(¢)de jest
liczbg stanéw dostepnych dla czgstki w tym przedziale.
W takim przypadku calkowita liczba czastek N dana
jest przez

N= fo f()g(e)de, (2)

a calkowita energia zgromadzona w ukladzie

*Rozszerzona wersja referatu wygloszonego 18 czerwca 2004 r. na specjalnej sesji rocznicowej Polskiej Akademii

Umiejetnoéci w Krakowie.
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E= fn F(e)g(e)ede. 3)

Calkowanie we wzorach (2) i (3) przebiega po pelnym
zakresie energii dost¢pnych dla pojedynczej swobodnej
czgstki. Wzory (1-3) stanowig podstawe makroskopo-
wego opisu ukladu wielu czastek, przy czym o ile € jest
energia mechaniczng czgstki, o tyle E jest energia ter-
modynamiczng (wewnetrzng) ukladu w stanie stacjo-
narnym, bedgcego w kontakcie termicznym z otocze-
niem. Znalezienie funkcji f(e) oraz g(e) stanowi zatem
rozwigzanie termodynamicznego opisu gazu nieoddzia-
lujacych czgstek, np. w gazie.

1.2. Gesto$¢ stanéw dla fotonéw

Zalézmy za Natansonem, ze potrafimy obliczy¢
funkceje g(e) okreslajaca liczbe stanéw kwantowych do-
stepnych dla fotonéw w zbiorniku (wnece) o objeto-
éci V. Poniewaz wielko$é te wyznaczy!l juz Planck, po-
stuzymy sie tutaj jego wynikiem. Gestosé stanéw dla
fotonéw dana jest wzorem

6(u) = 5rge?. ()

gdzie w jest czestoScia promieniowania, a ¢ — predko-
Scig $wiatla w prézni. Poniewaz mamy juz wzory (3)
oraz (4), pozostaje nam jedynie wyznaczyé funk-
cje f(¢), ktéry si¢ jeszcze zajmiemy. Najpierw podamy
jednak kilka uwag historycznych na temat tej funkcji
rozkladu. Zauwazmy tylko jeszcze, iz wzér (4) nie za-
wiera stalej Plancka, co wynika z liniowego zwiazku
dyspersyjnego w = ck, gdzie k = 27 /) jest wektorem
falowym promieniowania o czestosci w i dlugosei fali M.

1.3. Uwaga o rozktadzie statystycznym:
od Boltzmanna do Plancka

Koncepcja rozkladu statystycznego energii czg-
stek zostala wprowadzona przez Boltzmanna, ktéry za-
uwazyl, ze w ukladach zlozonych z bardzo wielu ato-
méw (wtedy jeszcze obiektéw hipotetycznych!) nalezy
znalez¢ optymalny rozklad czastek, gdyz pojecie row-
nowagi mechanicznej nie jest tutaj zasadnicze, a na-
wet wlasciwe w sytuacji, gdy mamy w ukladzie szum
termiczny. Na podstawie rozwazan kombinatorycznych
(do ktérych niebawem przejdziemy) otrzymal wynik

fe) = Aew (57 ). (5)

Stala A wyznacza si¢ z warunku

/Gm fe)de =1, (6)

co prowadzi do wniosku, ze A = (kpT)~!, gdzie kg
jest stala Boltzmanna. Wstawienie wzoru (5) do wy-
razenia (3) nie prowadzi do poprawnych wynikéw, na-
wet gdy wykorzystamy wzér Plancka € = hw, gdzie
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h = h/2n, a h jest stalag Plancka. Nalezalo zatem, we-
dhug Plancka [3], zmieni¢ wyrazenie (5) i zalozyé, ze
promieniowanie o danej czestoéci moze byé emitowane
tylko porcjami o energii ,, = nfw, gdzien =0,1,2,...
i korzystajac z rozkladu Boltzmanna znalezé érednig
energie fotonéw przypadajacg na jeden stan o czesto-
Sci w:

= Zm nhw hw
Blw) = 2 Wik &xp (_kB_T) - exp(hw/kpgT) — 1
(7)

Zauwazmy w tym miejscu, ze — jak si¢ wydaje
— postulat kwantowy Plancka co do energii jest tu-
taj pomieszany z klasycznym rozkladem Boltzmanna.
Einstein zinterpretowal stany o energii nhw jako stany
z n fotonami w zbiorniku, przy czym fotony o ener-
gii hw sa korpuskularnymi odpowiednikami fal o tej
samej czestoéci. Stad stan o energii £, = nhw to
po prostu stan z n fotonami w ukladzie. Jednakze
wzér na £(w) byl dalej niezadowalajacy wlasnie z tego
wzgledu, ze uzywamy z jednej strony rozkladu Boltz-
manna (czastki klasyczne), a z drugiej strony wysoce
hipotetycznych obiektéw dyskretnych (,kwantowych”)
o energii iuw. Nalezalo si¢ tutaj popisaé inwencja w zna-
lezieniu jednolitej, spéjnej zasady, ktéra doprowadzi-
laby do wzoru na &(w). Taka zasade znalazl Wlady-
slaw Natanson [1], i to na 12 lat przed praca Bosego
z 1923 r.

n=()

2. Kanoniczna wersja rozktadu statystycznego
dla fotonéw: metoda kombinatoryczna
Einsteina

Odwrécimy tutaj kolejnosé historyczng odkryé
i zreferujemy najpierw bardziej wspélczesne ujecie wy-
prowadzenia funkcji rozkladu. Dzigki temu docenimy
nietrywialnoéé podejécia Natansona do tego problemu.

Rozklad statystyczny dla fotonéw w postaci, w ja-
kiej go si¢ obecnie podaje w podrecznikach [4], wy-
prowadza si¢ w nastepujacy sposéb. Niech liczba foto-
néw o danym dyskretnym poziomie energetycznym &,
(liczba obsadzefi) wynosi n;, przy czym 0 < n; < 0.
Jedli dla fotonéw dostepnych jest g; = g(e;) stanéw
o energii &;, to ze wzgledu na to, ze na kazdym pozio-
mie moze byé dowolna liczba czgstek, problem spro-
wadza si¢ do znalezienia liczby sposobéw postawienia
gi — 1 przegréd dla n; czastek (rys. 1). Wlasnie to
wymieszanie g; stanéw (przegréd) z n; obsadzeniami
wprowadza w sposéb jawny zasade nierozréznialno-
éci czastek i odzwierciedla fizyczng sytuacje, gdy nie
wiemy, ktéra czastka jest w ktérym ze stanéw o tej
samej wartoéci energii. Liczba fizycznie nieréwnowaz-
nych mikrokonfiguracji w takim ukladzie jest wtedy
inna niz dla czastek klasycznych i dana wzorem

_ (g +ni—1)!
T (g Ding! ®)
Liczbe wszystkich konfiguracji ukladu nieoddzialujg-
cych czgstek wyznaczamy wtedy oczywiscie ze wzoru

W;
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W= HWi. . (9)

gdzie iloczyn obejmuje wszystkie mozliwe stany jedno-
czgstkowe o réznych dozwolonych wartosciach energii.
Sens wzoru (8) staje si¢ jadniejszy, gdy spojrzymy na
rys. 1.

..l...l.l‘“l...
1 23 g-1

Rys. 1. Rozklad czgstek po g; stanach (komérkach) o tej
samej energii ;. Poszczegélne stany sa przedstawione
jako oddzielone przegrodami dla czastek. Okolicznosé,
ze mozemy te przegrody wstawié w dowolne miejsca,
rozdzielajac n; czastek, jest wyrazem nierozréznialnoéci
czastek wynikajacej z ich natury kwantowej.

Poszczegdlne stany o tej samej wartosci energii
sg wiec jakby oddzielonymi przegrodami ,komérkami”
dla czgstek. Za Boltzmannem uznajemy, ze stan réw-
nowagi termodynamicznej to stan o maksymalnej licz-
bie konfiguracji Wi (czyli stan najbardziej praw-
dopodobny) przy zadanej energii calkowitej E. Ze
wzgledu na to, ze wygodniej jest optymalizowac wiel-
ko$é addytywna (ktéra okazala si¢ entropia ukladu),
funkcjonal, ktéry maksymalizujemy przy zadanym E
ma postac

F{ni} = kBInW+ao (E&'gﬂ" —E) N (10)

gdzie ap oznacza mnoznik Lagrange’a. Stalg pro-
porcjonalnoéci przy In W nazwal Planck stala Boltz-
manna; jej wartoé¢ wynosi ok. 1,38 - 10-2J /K. Nato-
miast zakladajac, ze zaré6wno g; jak i n; sg duzymi
liczbami (g;,n; > 1) mozemy przyjal, ze {n;} jest
argumentem cigglym funkcji F i warunek konieczny
na maksimum F{n;} zapisa¢ w postaci rézniczkowej
OF/0n; = 0. Prowadzi to (przy zalozeniu przyblizenia
Stirlinga dla silni: Inz! ~ z(Inz — 1)) do wyrazenia na
wartoé¢ najbardziej prawdopodobng n; w postaci

2 Gi
pm e — 11
i exp(—apg;) — 1 (11)

Poréwnujac to wyrazenie z odpowiednikiem klasycz-
nym (wzér Boltzmanna) dla wysokoenergetycznych
stanéw (g; — o), otrzymamy, ze

P = i
" explei/ksT) — 1

(12)

Jesli wezmiemy pod uwage, ze rozklad energii jest cig-
gly, tj. &; — € = hw, g — g(w) oraz fi; — n(w) =
f(w)g(w), to otrzymamy nastepujacy wzér na rozklad
czestosei: i

M= e 5

(13)
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Wzér (13) stanowi modyfikacj¢ wzoru Boltz-
manna (5) i uzyskaliémy go, podkredlmy raz jeszcze,
przez wymieszanie stanéw (przegréd) z obsadzeniami,
wyrazajgc w ten spos6b nasza niewiedze, w ktérym
stanie jest foton, gdy ma ich dostepnych g; przy za-
danej czestoSci w;. Taka zasade zliczania rozdzialéw
czgstek po stanach o tej samej energii nazwaliémy za-
sadg nierozréznialnoéci. Ponadto zalozyliémy, ze liczba
fotonéw (kwantéw promieniowania) w stanie o energii
€; = hw; moze by¢ dowolna, tj. n; = 0,1,2,... Skon-
czona jest natomiast liczba #; okreélajaca najbardziej
prawdopodobng liczbe fotonéw o czestosci w; w ukla-
dzie o temperaturze 7. Odzwierciedla to fakt, ze liczba
fotonéw emitowanych i pochlanianych moze si¢ zmie-
nia¢ wskutek szumu termicznego przekazywanego ze
$cian zbiornika, a liczba fotonéw wedlug wzoru (2) opi-
suje w przyblizeniu érednig liczbe fotonéw w ukladzie
w sytuacji, gdy $rednia energia termiczna £(w) ukladu
jest okreslona przez temperature $cian materialnych
zbiornika; w naszym przypadku &(w) = hw f(w).

Po takim przygotowaniu formalnym jesteSmy
w stanie pokrétce przeanalizowaé oryginalne podejécie
Natansona. Bede tutaj poslugiwal si¢ jego podreczni-
kiem teorii promieniowania [5] (rys. 2) z 1912 r.

3. Oryginalne podejscie Natansona

W poprzednim punkcie otrzymaliSmy wartosé
najbardziej prawdopodobnej liczby #; obsadzeni cza-
stek przy dostepnych g; stanach o zadanej wartosci
energii czastki ¢;. Innymi slowy, otrzymali$my wartoéci
ni/g: prawdopodobienistwa obsadzenia poziomu ener-
getycznego €;, ktére mozemy nazwaé prawdopodobien-
stwem lokalnym, bo dotyczy obsadzenia pojedynczej
»komérki” (i-tego stanu).

3.1 Liczba fotonéw na stan

Inaczej do obliczenia #i; podszedl Natanson. Po
pierwsze, zamiast méwié¢ o ,komérkach” (czyli o licz-
bach g; dostepnych stanéw kwantowych), méwi o ,ato-
mach materyi”, z ktérych kazdy moze zawieraé n; =
0,1,2,...,p kwantéw o energii €; = hw; (jest to niepo-
prawne zalozenie, ale pamigtajmy, ze byl to rok 1911
i teoria Bohra budowy atomu jeszcze nie powstalal).
Natomiast definiuje liczbe N; ,atoméw” (powinno byé:
stanéw) zawierajacych i fotonéw o danej czestosei; za-
tem N; opisuje liczbe atoméw /stanéw z liczbg i zaab-
sorbowanych kwantéw. Oprécz tego wprowadza wiel-
koéé ny — liczbe kwantéw w I-tym atomie.

Nastepnie Natanson wprowadza liczbe konfigura-
cji, ktére dzi§ nazwalibySmy globalnymi. Uwaza mia-
nowicie, ze ,atomy materyi” absorbujgce i emitujace
kwanty sg rozréznialne, w zwiazku z czym liczba fi-
zycznie nieréwnowaznych konfiguracji stanéw wyraza
si¢ wzorem

N!

i AT A

(14)
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7 Wi. Natamson.

—— —

(13) F=AkT;
zatem istotnie, jak powinnismy byli otrzymaé, wielkos¢ §i T jest srednig ki-
netyczng energig czqsteczki gazu doskonalego o temperaturze 7. Por. § 32.
§ 52. Teorya Plancks. Drugie gléwne twierdzenie. Przyjmujemy teraz
réwnanie (8) § 49-go, czyli twierdzenie Boltzmanna. Zamiast znaku %
wstawiamy warto$¢ najwigkszq, ktérg osiqga wielkosé, dana przez formulg (5)
§ 39-go. Ze wagledu na réwaania (7) i (8) § 38-go oraz (6) § 43-go otrzymu-
jemy, co nastgpuje:

0) §=K|Nlog N— Niog N, — n log z| + const,

gdzie stala dodatkowa nie powinna zalezeé od n.

Wz6r (1) jest ogéiny. Przejdimy teraz do uwazania dwéch przypadkéw
szczegblnych, o kiérych méwilismy w artykulach 46 i 47. Przypusémy po
pierwsze, 2¢ Q § 46-go jest bardzo malym, znacznie od jednosci mniej-
szym utamkiem, Zsﬂ-izowhdmno.tepopel'mybuﬂaondybhd,p-
2eli polozymy w tym razie
@ “=riy M=o
Z powytszego réwnsnia (1) wyprowadzamy podéwczas:
®)  S=ki(r-+N)log(n+ N)— nlogn — Nlog N{4 const.
Wedlug (8) § 48-go mamy jednakze, w stanie réwnowagi:

a8 s
(‘) ﬁ-_'?"
Z (3) i (4) wypada natychmiast:
E 1
& O”ﬁ'-ﬁsrﬂ =1*

Rys. 2. Strona monografii [5] z jawnym
wyrazeniem na rozklad statystyczny
dla liczby fotonéw n o energii e =
hw przy N dostepnych stanach (funk-
cja wykladnicza ma tu symbol €). Za-
uwazmy takze wzér (3) na entropie bo-
zonéw o zadanej energii hw (wynik dla
calkowitej entropii jest podany jako
wzor (32) w obecnym artykule).

gdzie ¢ jest podstaws logarylméw naturalnych. Z tego réwnania (5), kt6re
nazywamy drugiem gidiwnem réinaniem Teoryi, otrzymamy niebawem for-
mulg promieniowania, odkrytg przez Plancka.

Przypominamy obecnie z § 47-go, 2e, jeteli Q jest mala, warto$é (z) lezy
pomicdzy 6wezesng o oraz Q. Zatem, azeby uzyskaé réwnanie (5) Plancka,
musieliSmy przyja¢ za () jego dolnq granice. Jeteli do réwnania (1) wsta-
wimy zamiast () jego gérng granice, t. j. jeteli zalozymy

Ponadto, liczba rozkladéw wspélnych dla N ato-

M=

méw (stanéw) oraz n kwantéw (fotonéw), gdy fotony N; = N, (16)
sg nierozréznialne, jest dana wzorem i=0
P
U _ (N 1)t s Y iN;=n. (17)
= - — 1=0
ET (N =) (1)

Symbol Uy, oznacza tu sume liczb konfiguracji roz-
mieszczen atoméw z n fotonami oraz n fotonéw po-
migdzy atomami. Zauwazmy od razu, ze wzér powyz-
szy ma taka samg postaé jak wzér (8), lecz tam za-
miast calkowitej liczby atoméw mamy liczbe stanéw g;
o danej energii ;. Podobna uwaga dotyczy n;, zatem
obecnie n musi odgrywaé role éredniej liczby fotonéw
w ukladzie (czy tez wartosci najbardziej prawdopodob-
nej). Widaé teraz, dlaczego obecne podejscie jest po-
dejsciem globalnym, w ktérym zadane sg dwie liczby:
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Nastepnie wprowadzamy prawdopodobienstwo P
obsadzenia rozwazanego rozdzialu energii. W tym celu
definiujemy wielkosé

-1
U _ Niml(N-1)! (IE[N-'!) a8
1=0

P = miN=1)

Prawdopodobienistwo to opisuje typowa konfiguracje
z n fotonami w ukladzie. Osigga ono warto$¢ maksy-
malng przy zadanych n oraz N, gdy iloczyn [T_, N;!
przyjmuje warto$¢ minimalng. Stad tez caly problem
sprowadza si¢ do znalezienia warunkowego minimum
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wyrazenia

F{N,} = kg lnﬁN,-! +Us (XP:N.- - N)

1=0 =0

+Vb(zp:a?N,-—N),

1=0

(19)

gdzie podobnie jak poprzednio (por. (10)) wzieliSmy
logarytm minimalizowanej funkcji i zastosowaliSmy
mnozniki Lagrange’a, ktérymi sa teraz parametry Up
oraz Vp. Réwniez, podobnie jak poprzednio, stosujemy
wzér Stirlinga do pierwszego wyrazu, a takze uwa-
zamy N; za dostatecznie duze, aby$my mogli szukaé
minimum F wzgledem {N;} jako argumentu cigglego.
Wtedy warunek 0F/9N; = 0 prowadzi do réwnania
InN; + Up +iVp = 0. (20)
Parametr Uy mozna wyznaczy¢ przez przepisanie tego
réwnania dla i = 0, co prowadzi do zaleznosci

Uu = —In Np. (21)
Natomiast zapisujac V; jako
Vo=—Inz, (22)

otrzymujemy rozwigzanie réwnania (20) w postaci

N; = Noz'. (23)

Zauwazmy, ze wielko§¢ = jest nadal nieokreslona (po-
dobnie jak Np), ale przy normalnym rozkladzie nalezy
oczekiwad, ze 0 < = < 1. Zaleznoéé (23) pozwala nam
przepisa¢ réwnania (16) oraz (17) odpowiednio w na-
stepujacej postaci:

No + Noz + Noz? + ...+ NozP = N,
Noz + 2Noz? + ...+ pNoz? = n.

(24)
(25)

Uklad tych réwnan sprowadza si¢ do jednego przez
wprowadzenie fundamentalnej — jak sie okazuje do-
piero teraz — wielkosci
n
= —, 26

Q=% (26)
Dzielgc mianowicie wielomian (25) przez (24) przy za-
lozeniu, ze Ny # 0, otrzymamy réwnanie

folz)=(p-Q)2" - (p—1-Q)z" " +...

+(1-Q)z-Q=0. (27)

Jest to réwnanie na wielko$é¢ z przy zadanych p oraz Q.
W Swietle tego, co wiemy obecnie, zalozenie, ze p < oo
moze si¢ wydawaé nieuzasadnione, ale skomentujemy
to w sensie pozytywnym w nastepnym punkcie. Na ra-
zie przeanalizujemy rozwigzania Natansona, zeby do-
prowadzi¢ rzecz do konca.
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Wiadyslaw Natanson (1864-1937)

W tym momencie zaczyna si¢ rozumowanie
fizy czne Natansona, gdyz charakter rozwigzania za-
lezy od stosunku Q = n/N, ktéry powinien by¢ wielko-
$cig wyjsciowa teorii. Na podstawie twierdzein ,przy-
pisywanych Harriotowi bagdZz Kartezyuszowi” réwna-
nie (27) moze mieé tylko jeden pierwiastek dodatni,
poniewaz fo(0) < 0, a fg(1) > 0. Problem w tym, jaka
jest wartoéé Q: Q < 1 czy Q > 17 Skracajgc rozwaza-
nia Natansona, mozemy powiedzieé, ze oczywiscie dla
niskiej temperatury (T" — 0) Q < 1, natomiast w ob-
szarze klasycznym z pewnoscig mamy Q > 1, jesli nie
Q > 1, gdyz wtedy T' — oo i liczba fotonéw zawartych
w szumie termicznym moze by¢ dowolnie duza.

3.2. Entropia kwantowego gazu fotonéw
i rozktad statystyczny

Niestety, tutaj linia dotychczasowego rozumowa-
nia sie zalamuje i zeby wyciaggnaé¢ wnioski z réwna-
nia (27), trzeba wprowadzi¢ dodatkowy skladnik. Na-
tanson zauwazyl mianowicie, ze entropia takiego gazu
fotonéw przy zadanej liczbie N atoméw ma postaé (na
podstawie wzoru (15) i po uwzglednieniu przyblizenia
Stirlinga)

S=kgln[N(InN —1) = N;(InN, - 1)],  (28)

wigc wprowadzil we wzorze (28) dodatkows stalg,
ktérg my ignorujemy, bo gaz kwantowy winien mieé
entropie réwng zeru, gdy nie ma kwantéw (zob. poni-
zej, gdy wypiszemy ten wzér w bardziej odpowiedniej
postaci). Biorac pod uwage wzér (23), otrzymamy, ze

S =kg(InN — NIn Np — nlnz). (29)

W tym momencie Natanson robi zasadnicze przyblize-
nie, a mianowicie uwaza, ze popelnimy maly blad, jesli
zalozymy, ze

_ M
T1+Q’
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oraz Ny (30)

—
1+Q
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gdyz uwazamy, ze Q < 1 (granica kwantowa). Wtedy
otrzymamy nastepujgcy wzér na entropie:

S =kg[(n+ N)In(n+ N) —nlnn— NInN]. (31)
Latwo doprowadzi¢ to wyrazenie do postaci
§=kgN[(1+Q)In(1+Q)-QInQ] (32)

Jest to entropia gazu n fotonéw rozmieszczonych
w N ,atomach”. Z definicji temperatury termodyna-
micznej mamy, ze w stanie réwnowagi

o5 _1

0E T’

Uwazajac, ze dla kazdej czestoSci promieniowania

mamy stan réwnowagi, mozemy przyjac, ze dla danej
energii (czestosci w) E = ne = nhw i wobec tego

(33)

oS hw
T (34
a stad otrzymamy
1
Q (35)

" exp(hw/ksT) — 1’

Jest to poszukiwany wzér na rozklad statystyczny fo-
tonéw. To rozwigzanie, ktére otrzymaliSmy w granicy
n/N < 1, prowadzi do rozkladu Boltzmanna w gra-
nicy hw/kgT >> 1. Nalezy zatem oczekiwaé, ze wzér
wyprowadzony przez Natansona ma charakter ogélny
mimo jego wyprowadzenia dla warunkéw szczegdlnych.
Tak jest istotnie, z czego chyba Natanson nie zdawal
sobie sprawy (a szkodal!).

Widzimy zatem, ze dla domkniecia teorii wystar-
czylo tylko poshuzyé si¢ zwigzkiem (23) oraz wyra-
zeniem na entropi¢ gazu fotonéw. Autor niniejszego
opracowania zdaje sobie sprawe¢ z dluzyzny podanego
wywodu. Biorac jednak pod uwage okolicznoéé, iz jest
to prawdopodobnie pierwsze, a byé moze jedyne opra-
cowanie teorii fotonéw wedlug Natansona, uwaza za
usprawiedliwione podanie go w szczegélach. W na-
stepnym punkcie krétko oméwimy te teorie jakosciowo,
zeby podejécie Natansona mogli ocenié takze historycy
nauki.

3.3. Rozktad Plancka

Rozklad (35) zwany obecnie rozkladem Bosego-
-Einsteina zostal zaproponowany przez Plancka na
podstawie zalozenia, Ze absorpcja lub emisja promie-
niowania o danej czestoéci dokonuje si¢ porcjami ener-
gii B; = ihw. Einstein w roku 1906 dopowiedzial, ze
latwo sobie wyobrazié takie procesy absorpcji i emisji
kwantami fw, gdyz samo promieniowanie elektroma-
gnetyczne widocznie sklada sie z czgstek — fotonéw —
o energii fiw, a energia fali elektromagnetycznej o danej
czestodcl zawiera z reguly wiele takich kwantéw. Hi-
poteza Einsteina znalazla pigkne potwierdzenie w wy-
thumaczeniu zjawiska fotoelektrycznego, ale takze pdz-
niej w interpretacji zjawiska Comptona i wielu innych
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do$wiadczeniach. Oczywiscie, nie bylo wiadomo (i da-
lej nie wiemy!), jak dokladniej zwigzaé te fotony jako
czastki z falami elektromagnetycznymi; postulujemy
jedynie interpretacje statystyczna Borna jako proba-
bilistyczng interpretacje formalizmu falowego w jezyku
czgstek.

Zostawiajac jednak na boku calg te dyskusje, nie-
rozwigzang do dzi§, chcemy za pomocg wzoru (35),
zinterpretowanego jako rozklad najbardziej prawdopo-
dobny, znalezé wzér na §rednia energi¢ promieniowa-
nia U(w)dw zawarta w przedziale czestodci [w, w + dw].
Korzystajac ze wzoru (13), otrzymujemy

g(w)w
exp(hw/kpT) — 1 s

U(w)dw = (36)

gdzie g(w) jest gestoSciag stanéw dang wzorem (4),
czyli liczbg fal elektromagnetycznych w jednostkowym
przedziale czestosci, a f(w) = [exp(hw/ksT) — 1]7!
jest gestoScia prawdopodobienstwa obsadzenia foto-
nem danego stanu ( ,atomu” w jezyku Natansona) o tej
energii. Zauwazmy, ze Natanson naprawde interpretuje
wszystko w stylu Plancka (a nie Einsteina) — w naczy-
niu (wnece) rozchodza sie fale (stad g(w) w jezyku fa-
lowym), natomiast f(w) jest zadane w jezyku czastek
materii. To samo f(w) nalezy stosowaé zaréwno do ma-
terii tworzacej wneke, w ktérej zamkniete sa fale, jak
i do samych fal, poniewaz sa one ze sobg w réwnowa-
dze.

Jest rzecza zadziwiajaca, ze tak skomplikowane
etapy rozumowania doprowadzily Natansona do tak
prostego wyniku. Najprawdopodobniej nie byloby to
mozliwe, gdyby nie znal on z géry wyniku, ktéry
chcial otrzymaé, tj. wzoru na rozklad Plancka. Jed-
nakze Natanson uzyl! jako pierwszy fundamen-
talnej zasady, znajdujacej odzwierciedlenie we wzo-
rze (15), ktérg przedyskutujemy w nastepnym punk-
cie; jest nig nierozréznialnodé fotonéw. Za-
uwazmy takze, jak bardzo skomplikowane i w gruncie
rzeczy malo jasne jest to rozumowanie w poréwnaniu
z p6zniejszym podejéciem Einsteina.

4. Podejécie Natansona: oméwienie jako$ciowe

Przypuszczam, ze Czytelnik nie bedzie chcial sig¢
wglebiaé w szczegly rozwazaf iloSciowych podanych
w punktach 2 oraz 3. Wobec tego oméwimy tutaj
(i skrytykujemy) gléwne cechy jakodciowe podejécia
Natansona.

Istnieje niewatpliwie réznica miedzy podejsciem
Bosego i podejéciem Natansona do wyprowadzenia
wzoru Plancka. Natanson uzy!l tutaj jako ,komérki”
absorbujacej lub emitujacej foton po prostu atomu.
Bose méwi juz o stanach (,modach”) samego promie-
niowania, co jest Scidlejsze ze wspélczesnego punktu
widzenia. Jednakze nie ma to znaczenia w analizie ilo-
ciowej, jesli tylko zastapimy zwrot ,atom materyi”
odpowiednig czestoscia drgan dopuszczalng we wnece
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zawierajacej promieniowanie. W ten sposéb rozklad
promieniowania jest okreSlony przez samo promienio-
wanie, bedace w réwnowadze ze §ciankami material-
nymi wneki. Takie podejécie jest poprawne i upraszcza
niezmiernie analize pod warunkiem, Ze przyjmuje si¢
zasade nierozréznialnoéci fotonéw wprowadzong wia-
énie przez Natansona co najmniej 12 lat wezesniej od
Bosego, co jest gléwnym powodem do jego chwaly.

Nierozréznialno$é czastek objawia si¢ tutaj po raz
pierwszy jako fakt, ze nie wiemy, ktére fotony sa w da-
nym ,atomie”. Natanson pisal o tym bardzo obrazowo
(por. [5], ss. 55-56):

Rozwazaliémy przed chwila rozdzialy (rozklady — J.S.)
energii. Gdy o nich méwimy, nie jesteémy obowiazani przy-
puszczad z tego tytulu, ze mozemy rozpoznawaé atomy albo
jednostki energii (kwanty zaabsorbowane przez te atomy
— J.8.). Jezeli chcemy wyznaczyé pewien rozdzial energii,
powinniémy podaé liczbe atoméw, ktére uzyskuja (kazdy)
pewna wiadoma liczbe jednostek energii; ale w tym celu nie
potrzeba nam wiedzieé, ktére mianowicie atomy otrzymaly
te liczbe. Inaczej maja sie rzeczy, gdy zajmujemy sie rozkla-
dami energii (na poszczegélne atomy — J.S.). Nie mogliby-
$my okreslié pojecia rozkladu, gdybyémy nie przypuszczali
implicite w okreéleniu, ze mozemy odréznia¢ atomy, ze po-
trafimy przekonaé sig o tem, z ktérym atomem mamy do
czynienia. Takie zalozenie zawiera si¢ w samem pojeciu roz-
ktadu. Co do jednostek energii zawiera sie w niem jednak
zalozenie przeciwne. Tworzac rozklady, postepujemy tak,
jak gdyby$my nie umieli stwierdzi¢ tozsamosci jednostek.

Ten cytat mozemy skomentowaé tylko tak: co
za pigkne oddanie réznicy miedzy sposobem wyraze-
nia liczby konfiguracji czastek nierozréznialnych wzo-
rem (18) z jednej strony, a z drugiej wzorem (15) —
liczby rozréznialnych i niezaleznych statystycznie pod-
ukladéw! Pierwsze zdania wyrazaja nierozréznialnoéé
poszczegblnych fotonéw (,ktére mianowicie atomy
otrzymaly te liczb¢”), a nastepne méwia juz tylko
o rozréznialnych liczbach konfiguracji, rozréznialnych
komérkach, atomach czy stanach. Tak wigc Natanson
odkryl fundamentalng zasade nierozréznialnosci cza-
stek kwantowych (fotonéw) (catkiem nietrywialna kon-
cepcja nawet dzi!). Mozna nawet zaryzykowac stwier-
dzenie, ze zauwazyl jej glebie w odréznieniu od Bo-
sego, ktéry jej explicite nie wyodrebnil, przez co jego
praca byla w wigkszym stopniu heurystyczna (w tym
samym stylu, co heurystyka Plancka przy wprowadze-
niu kwantéw energii). Zaréwno jednak Natanson, jak
i Bose przyjmuja hipoteze¢ Plancka kwantéw energii bez
dyskusji.

5. Konkluzje

Czy zatem odpowiedZ na pytanie postawione w ty-
tule jest twierdzaca? Moim zdaniem — tak! Niestety,
taki stan rzeczy ma juz tylko znaczenie historyczne.
Nie pierwszy to przypadek, ze izolacja lokalnego $ro-
dowiska od $wiata, a przede wszystkim publikowanie
w malo znanych czasopismach naukowych, prowadzi
do zapomnienia. Szkoda. Dzi§ do propagowania swo-
ich idei, nawet kontrowersyjnych, mamy przynajmniej
strony internetowe.
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Ciekawa jest takze okolicznosé, ze Wladyslaw Na-
tanson nie prébowal zabraé glosu na temat swoich prac
juz po publikacjach Bosego i Einsteina. By¢ moze wy-
nikalo to z jego zajecia si¢ w p6Zniejszych latach zycia
raczej popularyzacja, a moze — jako czlowiek znany
z wielkiej skromno$ci — uznal po ukazaniu si¢ artykulu
Einsteina, ze jego wlasna praca stracila juz znaczenie.
Nie potrafi¢ odpowiedzie¢ na to pytanie.

6. Postscriptum — pokfosie zasady nierozréznial-
nosci: kondensacja Bosego—Einsteina

Rozklad zwany obecnie rozkladem Bosego-Ein-
steina przybral dzisiejszy ksztalt po pracach Einste-
ina z 1925 r. [6] (nalezy wtedy do rozwazan p. 2 do-
daé prawo zachowania catkowitej liczby czastek, jesli
ich masa mg # 0), a w drugiej polowie lat dwudzie-
stych ubieglego wieku powigzany zostal przez Diraca
z parzystoécia funkcji falowej wzgledem przestawienia
par czastek. Obchodzimy zatem w Swiatowym Roku
Fizyki 2005 nie tylko stulecie prac Einsteina na te-
mat szczegdlnej teorii wzglednoscei czy koncepcji fo-
tonu jako czastki, ale takze 80-lecie najwspanialszego
triumfu koncepcji nierozréznialnoséci czastek, a mia-
nowicie zjawiska kondensacji Bosego—Einsteina, kté-
rego istnienie zostalo potwierdzone dopiero 10 lat temu
w gazie atoméw uwiezionych w pulapce optycznej [7].

Nietrywialno$¢ idei tej kondensacji polega na tym,
Ze moze ona zachodzié¢ dla nieoddzialujacych czastek
materialnych (bozonéw), co przy pierwszym zetknigciu
sie z nig sprawia podstawowe klopoty w jej zaakcep-
towaniu. Mozna bowiem zada¢ sobie naiwne pytanie:
jak jest mozliwy nagly przeskok w okreslonej tempe-
raturze T, wiekszosci czastek do stanu podstawowego,
skoro te czastki ze soba nie oddzialujg? W dodatku
energia szumow termicznych kg7 w tej temperaturze
znacznie przewyzsza odstep Ae miedzy dwoma pozio-
mami energetycznymi dozwolonymi dla czastek w ta-
kim gazie.

Odpowiedzig (czeSciowg!) na ten zarzut jest ma-
giczne okredlenie — spéjnosé kwantowa stanu
wieloczastkowego tego gazu. Funkcja falowa N nieod-
dzialujacych czgstek nie jest bowiem prostym iloczy-
nem odpowiednich funkcji dla pojedynczych czastek

N
Yo(r1, 72, 7N) = [ [ Yau(ri), (37)

i=1

ale zsymetryzowanym iloczynem wyrazajacym syme-
trie wzgledem wszystkich mozliwych przestawien (per-
mutacji) wspélrzednych tych czastek:

lf)n(‘l‘l,fg, ses ,'.I‘N)
= \/%[wm(m%,(rz) . .Y ()

+ Yoy (12)Pas (r1) - - - Pan (rn) + .. (38)

Posta¢ czynnika normalizacyjnego wynika stad, ze
mamy N! permutacji iloczynu N wyrazéw o tym sa-
mym znaku. Zasada nierozréznialnosci prowadzi zatem
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do kondensacji, gdyz wiaze owych N czastek w jeden
stan kwantowy z ustalonym czynnikiem fazowym nie-
zaleznie od tego, w ktérej réwnowaznej konfiguracji sie
one znajdujg. W ten sposéb zagadka kondensacji nie-
oddzialujgcych czastek zastgpiona zostala tajemniczg
nielokalnodcig powiazan tych czastek (,spooky action
at a distance” wedlug okreslenia Einsteina), ale chyba
glebiej juz sie tego na razie nie da uzasadnié. Paradok-
salnosé¢ sytuacji wyraza si¢ takze w tym, iz Einstein
przewidzial kondensacj¢ bozonéw w 1925 r. na pod-
stawie rozwazan statystycznych, ale odzegnal sie od
spéjnoéci w powyzszym sensie w innej sytuacji — wy-
stegpowania takich stanéw splatanych w eksperymen-
tach kilkuczastkowych. Ignoramus et ignorabimus?

Nie bedziemy sie tutaj zajmowaé w szczegblach
ilodciowym podejéciem do kondensacji Bosego-Ein-
steina w idealnym gazie bozonéw, gdyz zagadnienie
to wchodzi w zakres podstawowego kursu fizyki staty-
stycznej czy fizyki materii skondensowanej i jest oma-
wiane w wielu podrecznikach. Nadmienimy tylko, ze
kondensacja dotyczy czastek z niezerows masg spo-
czynkows i to tylko w idealnych gazach tréjwymiaro-
wych lub w spulapkowanych ukladach czastek. Stosun-
kowo latwy argument prowadzi do wartosci T, =0 dla
fotonéw. Stanéw fotonéw powyzej progu akcji lasero-
wej nie mozna uwazal za kondensat w sensie Bosego—
-FEinsteina.

Chcialbym wyrazi¢ wdziecznoéé prof. Bronislawowi
Sredniawie za zwrbcenie uwagi na potrzebe szerszego omé-
wienia tego aspektu fundamentalnego prac Natansona
(por. tez [8]), a takze profesorom Adamowi Strzalkow-
skiemu i Andrzejowi Fulifiskiemu za zachete do wyglosze-

Prof. JOZEF SPALEK zajmuje sie fizyka skorelowanych uktadéw elektronowych,
takich jak nadprzewodniki wysokotemperaturowe, uktady ciezkich fermionéw oraz
uktady z przejéciem metal—izolator. Ostatnio bada skorelowane uktady nanosko-
powe i kwantowe zjawiska krytyczne w uktadach silnie skorelowanych fermionéw.
Jest stypendysta Fundacji na Rzecz Nauki Polskiej, cztonkiem Rady Nauki przy
Ministerstwie Nauki i Informatyzacji, a takze kierownikiem Zaktadu Teorii Materii

Skondensowanej w Instytucie Fizyki UJ.
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nia referatu na ten temat. Dzigkuje réwniez Fundacji na
Rzecz Nauki Polskiej za finansowe wsparcie niezaleznych
badan oraz prof. Iwonowi Bialynickiemu-Biruli za intere-
sujacg dyskusje.
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